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L’ANNEAU DE COHOMOLOGIE DE TOUTES LES
VARIE´TE´S DE SEIFERT
A. BAUVAL, C. HAYAT
Abstract.
The cohomology ring with coefficients in Zp, where p is a prime
integer, of a Seifert manifold M , orientable or not orientable is
obtained from a ∆-simplicial decomposition of M . Many choices
must be made before applying Alexander-Whitney formula to get
the cup-products. The most difficult choices are those of liftings
from the cellular complex to the ∆-simplicial complex when we add
the condition to be cocycles.
—–
L’anneau de cohomologie a` coefficients dans Zp, ou` p est un
nombre premier, d’une varie´te´ de Seifert M , orientable ou non-
orientable est obtenu a` partir d’une de´composition ∆-simpliciale
de M . Plusieurs choix sont a` faire avant d’appliquer la formule
d’Alexander-Whitney qui permet d’obtenir les cup-produits. Les
choix les plus de´licats sont ceux de releve´s du complexe cellulaire
dans le complexe simpliciale auxquels on impose d’eˆtre des cocyles
∆-simpliciaux.
1. Introduction, Notations
1.1. Inroduction. Dans cet article, on de´termine l’anneau de coho-
mologie a` valeurs dans Zp, ou` p est un entier premier, pour toutes
les varie´te´s de Seifert orientables ou non en utilisant un point de vue
∆-simplicial qui, bien que long et tre`s combinatoire, se montre tre`s
efficace. Cette efficacite´ a e´te´ tre`s bien illustre´e par A. Hatcher [7],
voir aussi [1]. Dans tout le reste de l’article, on omettra le symbole ∆
devant le mot ”sympliciale” ou ”simplexe”. L’anneau de cohomologie
des varie´te´s de Seifert orientables a de´ja` e´te´ e´tudie´ dans plusieurs ar-
ticles [2], [3], [4], mais pas celui des varie´te´s de Seifert non-orientables.
Notre attention pour le calcul des cup-produits a e´te´ attire´e par les
e´tudes portant sur une extension du The´ore`me de Borsuk-Ulam pour
les varie´te´s de dimension 3 [5]. En effet si τ est une involution sur une
telle varie´te´M , alors toute application continue f deM dans R3 admet
un point x ∈M tel que f(τ(x)) = x si et seulement si la puissance trois
pour le cup-produit de la classe de cohomologie a` coefficients dans Z2
associe´e a` τ est non nulle.
De´crivons les e´tapes de la me´thode que nous avons choisie.
1 MSC-class: 13D03, 57S25 (Primary), 55N45 (Secondary)
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Nous commenc¸ons par construire une de´composition cellulaire de la
varie´te´M , (Section 4), en pre´cisant dans 4.1 les mots qui permettent de
paver les 2-cellules, bords du voisinage tubulaire des fibres singulie`res
et de la dernie`re 3-sphe`re. Le complexe cellulaire (C∗)cell ainsi obtenu
est subdivise´ en un complexe simplicial (C∗)simp.
Notons T : (C∗)cell → (C∗)simp le morphisme associe´ a` cette subdi-
vision, et T t : C∗simp → C
∗
cell le morphisme transpose´ (Sous-section 5).
Nous choisissons, pour chaque ge´ne´rateur ξ des cochaˆınes cellulaires, un
releve´ R(ξ) de T t(ξ) dans les cochaˆınes simpliciales. Ce choix est fait
de telle fac¸on que R(ξ) soit un cocycle et pas seulement une cochaˆıne,
(Section 6).
Le cup-produit de deux cochaˆınes simpliciales est calcule´ par la
formule d’Alexander-Whitney. Pour les cup-produits d’e´le´ments de
H1⊗H1, on de´crit un calcul qui permet d’e´viter l’e´valuation sur les
(nombreux !) 2-simplexes, (Sous-sections 7.1, 7.2 et 8.1). Pour les cup-
produits d’e´le´ments de H1⊗H2, on applique la formule d’Alexander-
Whitney de fac¸on plus classique puis le quasi-isomorphisme T t, (Sous-
sections 7.3 et 8.2).
Le plan de cet article est comme suit. Apre`s cette section d’introduction,
de notations sur les varie´te´s de Seifert et de quelques invariants associe´s,
la section 2 de´crit une de´composition cellulaire d’une varie´te´ de Seifert
quelconque M et donne une pre´sentation des groupes de cohomologie
H∗(M,Zp). Dans la section 3, le the´ore`me principal pre´sente tous les
cup-produits sous forme de tableaux. La preuve de ces re´sultats con-
stitue le reste de l’article. Dans les sections et sous-sections 4, 5, 6 sont
de´crits les choix faits pour obtenir une de´composition simpliciale, le
quasi-isomorphisme T , et les releve´s des cocycles cellulaires en cocycles
simpliciaux.
Dans la section 7, on applique, via la formule d’Alexander-Whitney,
tous ces choix pour le calcul des cup-produits lorsque les coefficients de
la cohomologie sont e´gaux a` 2, et dans la section 8 lorsque les coeffi-
cients de la cohomologie sont e´gaux a` un entier p premier, p > 2.
La section 9 est faite de figures symbolisant les de´compositions cel-
lulaires et simpliciales.
1.2. Notations. En suivant les notations d’Orlik [12], [13], [10], une
varie´te´ de Seifert M est de´crite par une liste d’invariants de Seifert
{e; (∈, g); (a1, b1), . . . , (am, bm)}.
Ici e est un entier, le type ∈ sera de´crit plus bas, g est le genre de
la surface de base (l’espace des orbites obtenues en identifiant chaque
fibre S1 de M a` un point), et pour chaque k, les entiers ak, bk sont
premiers entre eux avec ak 6= 0 (si bk = 0 alors ak = ±1).
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Comme Orlik dans [10], p.74 ( et aussi comme chez d’autres auteurs),
nous introduisons une fibre supple´mentaire, non-exceptionnelle a0 =
1, b0 = e et utilisons la pre´sentation suivante du groupe fondamental
de M :
π1(M) =
〈
q0, . . . , qm
v1, . . . , vg′
h
∣∣∣∣∣∣
[qk, h] and q
ak
k h
bk , 0 ≤ k ≤ m
vjhv
−1
j h
−εj , 1 ≤ j ≤ g′
q0 . . . qmV
〉
,(1)
ou` les ge´ne´rateurs et g′, V sont de´crits ci-dessous.
• Le type ∈ de M est e´gal a`:
o1 si la surface de base et l’espace total sont orientables (force´ment
tous les εj sont e´gaux a` 1);
o2 si la surface de base est orientable et l’espace total non-
orientable, alors g ≥ 1 (force´ment tous les εj sont e´gaux a`
−1);
n1 si la surface de base et l’espace total sont non-orientables
alors g ≥ 1 et de plus tous les εj sont e´gaux a` 1;
n2 si la surface de base est non-orientable (alors g ≥ 1) et
l’espace total est orientable (force´ment tous les εj sont
e´gaux a` −1);
n3 si la surface de base et l’espace total sont non-orientables
avec de plus, tous les εj e´gaux a` −1 sauf ε1 = 1, et g ≥ 2;
n4 si la surface de base et l’espace total sont non-orientables
avec de plus, tous les εj e´gaux a` −1 sauf ε1 = ε2 = 1, et
g ≥ 3.
• L’orientabilite´ de la surface de base et le genre g de´terminent le
nombre g′ de ge´ne´rateurs vj et le mot V dans la longue relation
de π1(M) de la fac¸on suivante:
– quand la surface de base est orientable, i.e. ∈ = oi, g
′ = 2g
et V = [v1, v2] . . . [v2g−1, v2g];
– quand la surface de base est non-orientable, i.e. ∈ = ni,
g′ = g et V = v21 . . . v
2
g .
• Le ge´ne´rateur h correspond a` la fibre ge´ne´rique re´gulie`re.
• Les ge´ne´rateurs qk pour 0 ≤ k ≤ m correspondent aux (possi-
bles) fibres exceptionnelles.
Dans ce papier nous utiliserons les notations suivantes.
Notations 1. Soit M une varie´te´ de Seifert de´crite par une liste
d’invariants de Seifert
{e; (∈, g); (a1, b1), . . . , (am, bm)},
et soit p un entier premier.
• Notons a le plus petit commum multiple des ak, alors
c =
m∑
k=0
bk(a/ak).
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• Le nombre de ak divisibles par p sera note´ n.
– Quand n = 0, on suppose que bk est divisible par p si et
seulement si 0 ≤ k ≤ r;
– quand n > 0, on suppose que ak est divisible par p si et
seulement si 0 ≤ k ≤ n− 1, les indices k sont re´ordonne´s
par p-valuation de´croissante νp(ak).
• On distingue trois cas:
– Cas 1, n = 0 et c est divisible par p;
– Cas 2, n = 0 et c n’est pas divisible par p;
– Cas 3, n > 0.
• Le symbole ∗ est e´gal a` 4g pour ∈ = oi, et a` 2g pour ∈ = ni.
2. Les groupes de cohomologie
2.1. Le complexe cellulaire. La varie´te´ de Seifert M admet une
de´composition cellulaire en cellules de dimension de 0 a` 3 qui est de´crite
ci-dessous. Voir Figures 2, 3, 4, 5, Section 9 :
• une 0-cellule σ;
• des 1-cellules (d’origine et d’extre´mite´ σ) tj , qk, h;
• des 2-cellules :
- δ de ”bord”:∏
[t2i−1, t2i]
∏
qk pour les Types oi;
∏
t2j
∏
qk pour les Types
ni;
- ρk tores de bords [h, qk];
- νj tores si εj = 1 ou bouteilles de Klein si εj = −1, de bords
htjh
−εj t−1j ;
- µk disques de bords wak,bk(qk, h), qui est un mot en qk, h com-
portant ak fois la lettre qk et bk fois la lettre h, mais dans un
ordre tre`s particulier qui sera pre´cise´ plus loin (Sous-section
4.1);
• des 3-cellules :
- ǫ dont le bord (en tant que complexe cellulaire) est pave´ par
deux exemplaires de δ et de chaque νj et un exemplaire de
chaque ρk,
- ζk dont le bord est pave´ par deux exemplaires de µk et un ex-
emplaire de ρk. Ce pavage, assez de´licat, est lie´ a` une proprie´te´
essentielle du mot wak,bk(qk, h), qui sera explique´ plus loin dans
le the´ore`me (8).
2.2. Groupes et ge´ne´rateurs de H∗(M,Zp). La cochaˆıne duale d’une
cellule x est note´e xˆ ∈ C∗(M ;Z). Sauf pre´cision, les indices j sont des
entiers ve´rifiant 1 ≤ j ≤ g′ et sont absents si g = 0.
The´ore`me 2. Pour p = 2.
Les groupes de cohomologie a` coeffcients dans Z2 sont :
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• H0(M,Z2) = Z2 et H
3(M,Z2) = Z2{γ}.
H1(M,Z2) et H
2(M,Z2) de´pendent des Cas 1,2,3 et non des Types: –
Cas 1
• H1(M,Z2) = Z
g′+1
2 = Z2{θj , 1 ≤ j ≤ g
′;α} ou` θj = [tˆj ] et
α = [hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk];
• H2(M,Z2) = Z
g′+1
2 = Z2{ϕj, 1 ≤ j ≤ g
′; β} ou` ϕj = [νˆj] et
β = [δˆ].
– Cas 2
• H1(M,Z2) = Z
g′
2 = Z2{θj} ou` θj = [tˆj ];
• H2(M,Z2) = Z
g′
2 = Z2{ϕj} ou` ϕj = [νˆj ].
– Cas 3
• H1(M,Z2) = Z
g′+n−1
2 = Z2{θj , 1 ≤ j ≤ g
′;αk, 0 < k ≤ n − 1}
ou` θj = [tˆj ] et αk = [qˆk − qˆ0];
• H2(M,Z2) = Z
g′+n−1
2 = Z2{ϕj, 1 ≤ j ≤ g
′; βk, 0 < k ≤ n − 1}
ou` ϕj = [νˆj ] et βk = [µˆk].
Pour p > 2.
Les groupes de cohomologie a` coefficients dans Zp sont :
• H0(M,Zp) = Zp, et H
3(M,Zp) = Zp{γ} pour o1 et n2 tandis
que H3(M,Zp) = 0 pour o2,n1,n3,n4.
H1(M,Zp) et H
2(M,Zp) de´pendent des Cas 1,2,3 et du Type :
Type o1 Les re´sultats sont les meˆmes que lorsque p = 2 avec g
′ = 2g
e´ventuellement nul.
Type o2
– Cas 1,2
• H1(M,Zp) = Z
2g
p = Zp{θj , 1 ≤ j ≤ 2g} ou` θj = [tˆj];
• H2(M,Zp) = Z
2g−1
p = Zp{ϕj, 2 < j ≤ 2g; β} ou` ϕj = [νˆj +
(−1)j νˆ1] et β = [δˆ].
– Cas 3
• H1(M,Zp) = Z
2g+n−1
p = Zp{θj , 1 ≤ j ≤ 2g;αk, 0 < k ≤ n − 1}
ou` θj = [tˆj ] et αk = [qˆk − qˆ0];
• H2(M,Zp) = Z
2g+n−1
p = Zp{ϕj, 2 < j ≤ 2g; βk, 0 ≤ k ≤ n− 1}
ou` ϕj = [νˆj + (−1)
j νˆ1] et βk = [µˆk].
Type n1
– Cas 1,2
• H1(M,Zp) = Z
g
p = Zp{θj , 1 < j ≤ g;α} ou` θj = [tˆj − tˆ1] et
α = [ c
2a
tˆ1 + hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk], la constante c e´tant e´gale a` 0 dans
le Cas 1 ;
• H2 = Zg−1p = Zp{ϕj, 1 < j ≤ g} ou` ϕj = [νˆj − νˆ1].
– Cas 3
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• H1(M,Zp) = Z
g+n−1
p = Zp{θj , 1 < j ≤ g;αk, 0 ≤ k ≤ n− 1} ou`
θj = [tˆj − tˆ1] et αk = [qˆk −
1
2
tˆg] ;
• H2(M,Zp) = Z
g+n−2
p = Zp{ϕj , 1 < j ≤ g; βk, 0 < k ≤ n− 1} ou`
ϕj = [νˆj − νˆ1] et βk = [µˆk] .
Type n2
– Cas 1,2,3
• H1(M,Zp) = Z
g−1+n
p = Zp{θj , 1 < j ≤ g;αk, 0 ≤ k ≤ n− 1} ou`
θj = [tˆj − tˆ1] et αk = [qˆk −
1
2
tˆg] ;
• H2(M,Zp) = Z
n+g−1
p = Zp{ϕj , 1 < j ≤ g; βk, 0 ≤ k ≤ n− 1} ou`
ϕj = [νˆj ] et βk = [µˆk].
Type n3
– Cas 1,2,3
• H1(M,Zp) a les meˆmes ge´ne´rateurs que pour le Type n2;
• H2(M,Zp) = Z
g−2+n
p = Zp{ϕj , 2 < j ≤ g; βk, 0 ≤ k ≤ n− 1} ou`
ϕj = [νˆj ] et βk = [µˆk].
Type n4
– Cas 1,2,3
• H1(M,Zp) a les meˆmes ge´ne´rateurs que pour le Type n2;
• H2(M,Zp) = Z
g−2+n
p = Zp{ϕ3;ϕj, 3 < j ≤ g; βk, 0 ≤ k ≤ n−1}
ou` ϕ3 = [νˆ2 − νˆ1], ϕj = [νˆj] et βk = [µˆk].
Les quatre lemmes suivants constituent la preuve de ce the´ore`me. Ils
de´taillent les bords des chaˆınes, les bords des cochaˆınes et les expres-
sions de H1 et H2 pour un p premier quelconque.
De la de´composition cellulaire (et des figures qui la pre´cisent), on
de´duit la description suivante des bords des chaˆınes :
Lemme 3. Bord des chaˆınes cellulaires
∂σ = 0, ∂tj = ∂qk = ∂h = 0, ∂ρk = 0,
∂δ =
∑
qk pour oi, ∂δ = 2
∑
tj +
∑
qk pour ni,
∂νj = 0 lorsque εj = 1, ∂νj = 2h lorsque εj = −1,
∂µk = akqk + bkh,
∂ǫ =
∑
ρk pour o1, ∂ǫ =
∑
ρk + 2
∑
(−1)jνj pour o2, ∂ǫ =
∑
ρk +
2
∑
ǫj=1
νj pour ni,
∂ζk = −ρk.
Par dualite´, on obtient les bords des cochaˆınes.
Lemme 4. Bord des cochaˆınes cellulaires
∂σˆ = 0, ∂δˆ = ∂µˆk = 0, ∂ǫˆ = ∂ζˆk = 0,
∂tˆj = 0 pour oi, ∂tˆj = 2δˆ pour ni,
∂qˆk = δˆ + akµˆk,
∂hˆ =
∑
bkµˆk + 2
∑
εj=−1
νˆj,
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∂νˆj = 0 pour o1,n2, et pour n1,n3,n4 lorsque εj = −1,
∂νˆj = 2(−1)
j ǫˆ pour o2, ∂νˆj = 2ǫˆ pour n1,n3,n4 lorsque εj = 1,
∂ρˆk = ǫˆ− ζˆk.
Quel que soit l’anneau de coefficients A, H0 = A est engendre´ par
1 := [σˆ]. Le groupe H3 est e´gal a` A pour o1 et n2, et a` A/2A pour
o2,n1,n3,n4. Il est engendre´ par γ := [ǫˆ] = [ζˆk].
Lemme 5. Pre´sentation du groupe H1(M,Zp)
1) Quelque soit l’anneau de coefficients A, on a
H1 = {xhˆ+
∑
yj tˆj +
∑
zkqˆk | x, yj, zk ∈ A, (∗)} ou` la condition (∗) de
cocycle est
∀k, akzk + bkx = 0,
avec en plus, pour ni,
∑
zk = 0 ; pour oi,
∑
zk = −2
∑
yj ; et pour
o2,n2,n3,n4, 2x = 0.
2) Si l’anneau A = Z, ou Zp avec p premier > 2, ceci se simplifie en:
pour o2, H
1 = A2g × {
∑
zkqˆk | zk ∈ A, ∀k, akzk = 0,
∑
zk = 0} ;
pour n2,n3,n4, H
1 = {
∑
yj tˆj+
∑
zkqˆk | yj, zk ∈ A, ∀k, akzk = 0, 2
∑
yj+∑
zk = 0}.
3) Si l’anneau A = Z2, ceci se simplifie pour tous les Types en
H1 = {xhˆ+
∑
yj tˆj +
∑
zkqˆk | x, yj, zk ∈ A, ∀k, akzk + bkx = 0,
∑
zk =
0}.
Lemme 6. Pre´sentation du groupe H2(M,Zp)
H2 = {xδˆ+
∑
yj νˆj+
∑
zkµˆk | x, yj, zk ∈ A, (∗)}/Im(∂) ou` la condition
(∗) est
vide pour o1, n2 ; pour o2, 2
∑
(−1)jyj = 0 ; pour n1,n3,n4, 2
∑
εj=1
yj =
0,
et Im(∂) est engendre´ par les δˆ + akµˆk,
∑
bkµˆk + 2
∑
εj=−1
νˆj, et de
plus 2δˆ pour ni.
3. Le the´ore`me principal
3.1. Tableau des dimensions.
Type Cas H1 H2
o1 1 (2g) + (1) (2g) + (1)
2 (2g) + (0) (2g) + (0)
3 (2g) + (n− 1) (2g) + (n− 1)
o2 1, 2 (2g) + (0) (2g − 2) + (1)
3 (2g) + (n− 1) (2g − 2) + (n)
n1 1, 2 (g − 1) + (1) (g − 1) + (0)
3 (g − 1) + (n) (g − 1) + (n− 1)
n2 (g − 1) + (n) (g − 1) + (n)
n3, n4 (g − 1) + (n) (g − 2) + (n)
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Table 1. Dimensions de H1 et H2 pour p > 2. Pour
p = 2 elles sont, pour tous les Types, comme le Type o1
pour p > 2
Le tableau 3.1 donne les dimensions de H i(M ;Z/pZ). Ces dimen-
sions sont exprime´es comme somme de deux parenthe`ses, l’une lie´e au
genre g′, l’autre au nombre n de ak qui sont divisibles par p. Lorsque
la seconde parenthe`se est (1), le ge´ne´rateur supple´mentaire de H1 est
note´ α = [(c/2a)tˆ1 + hˆ −
∑
bka
−1
k qˆk] avec la convention que c/2a = 0
lorsque p = 2 ; celui de H2 est β = [δˆ].
3.2. Ennonce´ du the´ore`me principal. Le the´ore`me principal est
donne´ sous forme de tableaux.
Lorsque p = 2
Cas 1
Table 2. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj], 1 ≤ j ≤
g′;α = [hˆ −
∑m
0 bka
−1
k qˆk]. Les ge´ne´rateurs de H
2 sont
ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ g
′, β = [δˆ].
θi ∪ θj θi ∪ α α ∪ α
oi
θ2u ∪ θ2u−1 = β ; 0
sinon ϕi
c
2
β +
∑
εj=−1
ϕj
ni β si i = j; 0 sinon
θi ∪ ϕj θi ∪ β α ∪ ϕj α ∪ β
o1 θ2u ∪ ϕ2u−1 = θ2u−1 ∪ ϕ2u = γ;
0 sinon
0
0
γ
o2 γ
n1
γ si i = j; 0 sinon
0
n2 γ
n3 γ si j 6= 1; 0 sinon
n4 γ si j 6= 1, 2; 0 sinon
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Cas 2
Table 3. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj], 1 ≤ j ≤
g′. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ g
′.
θi ∪ θj
oi, ni 0
θi ∪ ϕj
oi
θ2u ∪ ϕ2u−1 =
θ2u−1 ∪ ϕ2u = γ;
0 sinon
ni
γ si i = j; 0
sinon
Cas 3
Table 4. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj], 1 ≤ j ≤
g′;αk = [qˆk − qˆ0], 0 < k ≤ n − 1. Les ge´ne´rateurs de H
2
sont ϕj = [νˆj], 1 ≤ j ≤ g
′, βk = [µˆk], 1 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θi ∪ αk αk ∪ αi
oi, ni 0 0
a0
2
∑
0<ℓ≤n−1 βℓ + δk,i
ak
2
βk
θi ∪ ϕj θi ∪ βk αk ∪ ϕj αk ∪ βi
oi
θ2u ∪ ϕ2u−1 =
θ2u−1 ∪ ϕ2u = γ;
0 sinon
0 0
γ si i = k; 0 sinon
ni
γ si i = j; 0
sinon
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Lorsque p > 2
Cas 1
o1
Table 5. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj], 1 ≤ j ≤
2g;α = [hˆ−
∑n−1
0 bka
−1
k qˆk]. Les ge´ne´rateurs de H
2 sont
ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ 2g, β = [δˆ].
θi ∪ θj θj ∪ α α ∪ α θi ∪ ϕj θi ∪ β α ∪ ϕj α ∪ β
θ2u−1 ∪ θ2u = β
0 sinon
ϕj 0
θ2u ∪ ϕ2u−1 =
−γ;
θ2u−1 ∪ ϕ2u = γ;
0 sinon
0 0 γ
o2
Table 6. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj], 1 ≤ j ≤
2g. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj + (−1)
j νˆ1], j >
2, β = [δˆ].
θi ∪ θj
θ2u−1 ∪ θ2u = β;
0 sinon
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n1
Table 7. Les ge´ne´rateurs deH1 sont θj = [tˆj−tˆ1], 1 < j;
α = [hˆ −
∑n−1
0 bka
−1
k qˆk]. Les ge´ne´rateurs de H
2 sont
ϕj = [νˆj − νˆ1], 1 < j.
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θi ∪ θj θj ∪ α α ∪ α
0 ϕj 0
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n2
Table 8. Les ge´ne´rateurs deH1 sont θj = [tˆj−tˆ1], j > 1.
Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj ], j > 1.
θi ∪ θj θi ∪ ϕj
0
θj ∪ ϕj = γ; 0 si
i 6= j
n3
Table 9. Les ge´ne´rateurs deH1 sont θj = [tˆj−tˆ1], j > 1.
Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj ], j > 2.
θi ∪ θj
0
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n4
Table 10. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], j >
1. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj ], j > 3; [νˆ2− νˆ1] =
ϕ3.
θi ∪ θj
0
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
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Cas 2
o1
Table 11. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj ], 1 ≤ j ≤
2g. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ 2g.
θi ∪ θj θi ∪ ϕj
0
θ2u ∪ ϕ2u−1 =
−γ;
θ2u−1 ∪ ϕ2u = γ;
0 sinon
o2
Table 12. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj ], 1 ≤ j ≤
2g. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj + νˆ1], j > 2, β =
[δˆ].
θi ∪ θj
θ2u−1 ∪ θ3u = β;
0 sinon
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n1
Table 13. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], 1 <
j;α = [ c
2a
tˆ1 + hˆ−
∑n−1
0 bka
−1
k qˆk]. Les ge´ne´rateurs de H
2
sont ϕj = [νˆj − νˆ1], j > 1.
θi ∪ θj θj ∪ α α ∪ α
0 ϕj 0
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
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n2
Table 14. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], j >
1. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj], j > 1.
θi ∪ θj θi ∪ ϕj
0
θi ∪ ϕi = γ;; 0
si i 6= j
n3
Table 15. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], j >
1. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj], j > 2.
θi ∪ θj
0
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n4
Table 16. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], j >
1. Les ge´ne´rateurs de H2 sont ϕj = [νˆj], j > 3; [νˆ2 − νˆ1].
θi ∪ θj
0
Tous les autres
cup-produits sont
nuls car
H3(M ;Zp) = 0
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Cas 3
o1
Table 17. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj ], 1 ≤ j ≤
2g et αk = [qˆk − qˆ0], 1 ≤ k ≤ n − 1. Les ge´ne´rateurs de
H2 sont ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ 2g, βk = [µˆk], 0 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θj ∪ αk αk ∪ αj θi ∪ ϕj θi ∪ βk αk∪ϕj αk∪βj
0 0 0
θ2u ∪ϕ2u−1 =
−γ;
θ2u−1 ∪ϕ2u =
γ; 0 sinon
0
αk ∪
ϕg =
−1/2γ
pour
tout
k ≥ 1;
0
sinon
b−1k γ,
si
j = k;
0
sinon
o2
Table 18. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj ], 1 ≤ j ≤
2g;αk = [qˆk − qˆ0], 1 ≤ k ≤ n− 1. Les ge´ne´rateurs de H
2
sont ϕj = [νˆj − (−1)
j νˆ1], j > 2, βk = [µˆk], 0 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θj ∪ αk αk ∪ αj
0 0 0
Tous les autres
cup-produits
sont nuls car
H3(M ;Zp) = 0
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n1
Table 19. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], 1 <
j ≤ g;αk = [qˆk −
1
2
tˆg], 1 ≤ k ≤ n− 1. Les ge´ne´rateurs de
H2 sont ϕj = [νˆj − νˆ1], j > 1 et βk = [µˆk], 1 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θj ∪ αk αk ∪ αj
0 0 0
Tous les autres
cup-produits
sont nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n2
Table 20. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆg], j >
1;αk = [qˆk −
1
2
tˆ1], 0 ≤ k ≤ n− 1. Les ge´ne´rateurs de H
2
sont ϕj = [νˆj], j > 1, βk = [µˆk], 0 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θj ∪ αk αk ∪ αj θi ∪ ϕj θi ∪ βk αk∪ϕj αk∪βj
0 0 0
θi ∪ ϕi = γ; 0
si i 6= j
0
αk ∪
ϕg =
−1/2γ
pour
tout
k ≥ 1;
0
sinon
b−1k γ,
si
j = k;
0
sinon
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n3
Table 21. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], j >
1;αk = [qˆk −
1
2
tˆ1], 0 ≤ k ≤ n− 1. Les ge´ne´rateurs de H
2
sont ϕj = [νˆj], j > 2, βk = [µˆk], 0 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θj ∪ αk αk ∪ αj
0 0 0
Tous les autres
cup-produits
sont nuls car
H3(M ;Zp) = 0
n4
Table 22. Les ge´ne´rateurs de H1 sont θj = [tˆj− tˆ1], j >
1;αk = [qˆk −
1
2
tˆ1], 0 ≤ k ≤ n− 1. Les ge´ne´rateurs de H
2
sont ϕj = [νˆj], j > 3; [νˆ2 − νˆ1], βk = [µˆk], 0 ≤ k ≤ n− 1.
θi ∪ θj θj ∪ αk αk ∪ αj
0 0 0
Tous les autres
cup-produits
sont nuls car
H3(M ;Zp) = 0
La suite de cet article est la preuve de ce the´ore`me.
4. De´composition simpliciale
Avant de de´crire le de´coupage simpliciale, nous donnons la de´finition
et les proprie´te´s du mot wak,bk(qk, h) qui permet de paver la sphe`re
bordant ζk comme de´crit dans 2.1.
4.1. De´finition et proprie´te´s de wα,β. Le cas ak = 1, bk ≤ 0 sera tre`s
simple, mais dans le cas ge´ne´ral ak, bk > 0, pour pouvoir paver comme
e´voque´ dans 2.1 la sphe`re bordant ζk, le bord wak,bk(qk, h) de µk doit
eˆtre un mot tel qu’en effectuant sur ce mot une certaine permutation
circulaire et en remplac¸ant un certain hqk par qkh, on retombe sur le
mot de de´part. C’est cette proprie´te´ qui permet le pavage de la sphe`re
par deux exemplaires de µk et un exemplaire de ρk pour former le bord
de la 3-cellule ζk.
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Definition 7. Le mot wα,β (pour α, β premiers entre eux) est de´fini
re´cursivement par :
w1,0(a, t) = a, w0,1(a, t) = t, wα+β,β(a, t) = wα,β(a, at), wα,α+β(a, t) =
wα,β(at, t),
si bien que le mot wα,β(a, t) contient α fois la lettre a et β fois la lettre
t.
The´ore`me 8. Soient α, β, u, v entiers tels que
αu− βv = 1, 0 < u ≤ β, 0 ≤ v < α.
Alors
wα,β(a, t) = wα−v,β−u(a, t)wv,u(a, t) = (wv,u(a, t)t
−1)at(a−1wα−v,β−u(a, t)).
Proof. La preuve est par induction sur min(α, β) qui, vues les hy-
pothe`ses, est supe´rieur ou` e´gal a` 1.
Si α = 1 alors (u, v) = (1, 0), wα,β(a, t) = at
β, wα−v,β−u(a, t) = at
β−1,
wv,u(a, t) = t, et on a bien (at
β−1)t = atβ et (tt−1)at(a−1atβ−1) =
1.at.tβ−1 = atβ .
Si β = 1 alors (u, v) = (1, α−1), wα,β(a, t) = a
αt, wα−v,β−u(a, t) = a,
wv,u(a, t) = a
α−1t, et on a bien a(aα−1t) = aαt et (aα−1tt−1)at(a−1a) =
aα−1.at.1 = aαt.
Si α, β sont tous deux strictement supe´rieur a` 1, alors (comme ils
sont premiers entre eux) ils sont distincts, donc deux cas se pre´sentent :
1 < β < α ou 1 < α < β.
Si 1 < β < α, soient q le quotient et r le reste de la division eu-
clidienne de α par β. Alors wα,β(a, t) = wr+qβ,β(a, t) = wr,β(a, a
qt).
L’hypothe`se d’induction applique´e au couple (r, β) et aux entiers u′, v′
tels que ru′ − βv′ = 1, 0 < u′ ≤ β, 0 ≤ v′ < r donne alors :
wα,β(a, t) = wr,β(a, a
qt) est e´gal d’une part a` wr−v′,β−u′(a, a
qt)wv′,u′(a, a
qt),
d’autre part a`
(wv′,u′(a, a
qt)(aqt)−1)(a.aqt)(a−1wr−v′,β−u′(a, a
qt)) =
(wv′,u′(a, a
qt)t−1)at(a−1wr−v′,β−u′(a, a
qt)).
Par ailleurs, le couple (u, v) associe´ a` (α, β) se de´duit du couple (u′, v′)
associe´ a` (r, β) par u = u′, v = qu′+ v′. Il ne reste plus qu’a` remarquer
que wr−v′,β−u′(a, a
qt) = wα−v,β−u(a, t) et que wv′,u′(a, a
qt) = wv,u(a, t).
Le cas 1 < α < β est absolument similaire. 
Notations 9. Dans la suite, nous appliquerons ce the´ore`me a` α =
ak, β = bk et noterons uk, vk les entiers u, v correspondants. En notant
wak,bk(qk, h) sous la forme xk,1 . . . xk,zk avec les xk,i e´gaux a` qk (pour ak
d’entre eux dont le premier) ou h (pour bk d’entre eux dont le dernier)
(donc zk = ak+bk), le the´ore`me exprime que pour wk = zk−uk−vk+1,
le mot wak ,bk(qk, h) est aussi e´gal a` xk,wk . . . xk,zk−1qkhxk,2 . . . xk,wk−1, et
que de plus, le morceau xk,wk . . . xk,zk de ce mot contient vk fois qk et
uk fois h.
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Dans le cas bk ≤ 0 (donc ak = 1), nous poserons uk = 1, vk = 0, wk =
zk = 1 + |bk|, et xk,1 = qk, xk,ℓ = h pour 2 ≤ ℓ ≤ zk.
Une approche alternative aux mots wα,β peut eˆtre trouve´e dans les
re´fe´rences [11], [9], [6], [8].
4.2. De´coupage simplicial. Transformons ce complexe cellulaire en
complexe simplicial en rajoutant :
• un centre et des rayons aux 2-cellules δ et µk, pour remplacer chacune
par une juxtaposition de triangles ;
• une “diagonale” aux νj , ρk, pour remplacer chacun par deux triangles
;
• pour chacune des 3-cellules ǫ, ζk, dont le bord est une sphe`re pave´e
par les 2-simplexes de´ja` construits : un centre, des rayons joignant
ce centre aux sommets marque´s sur la sphe`re ; des triangles joignant
ce centre aux areˆtes marque´es sur la sphe`re, de manie`re a` remplacer
chaque 3-cellule par une juxtaposition de te´trae`dres.
Plus pre´cise´ment, on remplace la de´composition cellulaire ci-dessus
par la de´composition simpliciale suivante :
1) Le 0-simplexe σ et les 1-simplexes tj , qk, h,.
2) De´coupage des ρk, Figure 6 :
• des 1-simplexes gk (d’origine et d’extre´mite´ σ) et des 2-simplexes
ρk,1, ρk,2, (de faces respectives (h, gk, qk), (qk, gk, h)).
3) De´coupage des νj, Figures 7, 8, 9 :
• des 1-simplexes fj (d’origine et d’extre´mite´ σ) et des 2-simplexes νj,2
(de faces (tj, fj , h)) et νj,1 (de faces (h, fj , tj) si εj = 1, (h, tj, fj) si
εj = −1).
4)De´coupage de δ, Figures 10, 11. Dans le de´coupage de δ, ǫ il
faudra distinguer les types o1, o2, n1 a` n4 ;
•Un 0-simplexe a, des 1-simplexes e0, . . . , e∗+m (d’origine a et d’extre´mite´
σ) ;
• des 2-simplexes δ0, . . . , δ∗+m, plus pre´cise´ment :
− pour les Types o1, o2 : δi, de faces, respectivement
(t1, e1, e0), (t2, e2, e1), (t1, e2, e3), (t2, e3, e4), . . . , (q0, e4g+1, e4g), . . . (qm, e0, e4g+m);
− pour les Types n1 a` n4 :
(t1, e1, e0), (t1, e2, e1), . . . , (q0, e2g+1, e2g), . . . (qm, e0, e2g+m).
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5) De´coupage de chaque µk, Figures 12, 13. Dans le de´coupage
de µk, ζk il faudra distinguer le cas particulier bk ≤ 0 (et ak = 1) du
cas ge´ne´ral :
•Un 0-simplexe ck, des 1-simplexes pk,1, . . . , pk,zk (d’origine ck et d’extre´-
mite´ σ) ;
• des 2-simplexes µk,1, . . . , µk,zk , de faces :
- si bk > 0 : (xk,1, pk,2, pk,1), . . . , (xk,zk , pk,1, pk,zk)
- si bk < 0 : (qk, pk,2, pk,1), (h, pk,2, pk,3), . . . , (h, pk,zk , pk,1)
- si bk = 0 : (qk, pk,1, pk,1).
6)De´coupage de ǫ, Figures 14, a` 18:
• un 0-simplexe b;
• des 1-simplexes A+, A− (d’origine b et d’extre´mite´ a);
• des 1-simplexes S+0 , . . . , S
+
∗+m, S
−
0 , . . . , S
−
∗+m (d’origine b et d’extre´mite´
σ),
et des 2-simplexes E+0 , . . . , E
+
∗+m, E
−
0 , . . . , E
−
∗+m avec E
±
ℓ de faces (eℓ, S
±
ℓ , A
±);
• des 2-simplexes T+0 , . . . , T
+
∗+m, T
−
0 , . . . T
−
∗+m, plus pre´cise´ment :
- pour les Types o1, o2 : T
±
0 , . . . , T
±
4g+m de faces
(t1, S
±
1 , S
±
0 ), (t2, S
±
2 , S
±
1 ), (t1, S
±
2 , S
±
3 ), (t2, S
±
3 , S
±
4 ), . . . , (qm, S
±
0 , S
±
4g+m);
- pour les Types n1 a` n4 : T
±
0 , . . . , T
±
2g+m de faces
(t1, S
±
1 , S
±
0 ), (t1, S
±
2 , S
±
1 ), . . . , (qm, S
±
0 , S
±
2g+m).
Notations 10. Ici la notation T±0 de faces (t1, S
±
1 , S
±
0 ) signifie que les
faces de T+0 sont (t1, S
+
1 , S
+
0 ) et celles de T
−
0 sont (t1, S
−
1 , S
−
0 ) etc.
• des 2-simplexes H0, . . . , H∗+m :
les faces de Hℓ e´tant en ge´ne´ral (h, S
+
ℓ , S
−
ℓ ), mais e´tant (h, S
−
ℓ , S
+
ℓ ) si
ℓ = 2j − 1 < ∗ avec εj = −1, i.e. dans les Types suivants : Type o2, ℓ
impair < 4g ; Type n2, ℓ impair < 2g ; Type n3, ℓ impair, 3 ≤ ℓ < 2g ;
Type n4, ℓ impair, 5 ≤ ℓ < 2g;
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• des 2-simplexes F0, . . . , F∗+m, de faces:
- pour le Type o1 : (f1, S
+
1 , S
−
0 ), (f2, S
+
2 , S
−
1 ), (f1, S
+
2 , S
−
3 ),
(f2, S
+
3 , S
−
4 ), . . . , (gm, S
+
0 , S
−
4g+m);
- pour le Type o2 : (f1, S
+
1 , S
−
0 ), (f2, S
−
2 , S
+
1 ), (f1, S
−
2 , S
+
3 ),
(f2, S
+
3 , S
−
4 ), . . . , (gm, S
+
0 , S
−
4g+m);
- pour le Type n1 : (f1, S
+
1 , S
−
0 ), (f1, S
+
2 , S
−
1 ), . . . , (gm, S
+
0 , S
−
2g+m);
- pour le Type n2 : (f1, S
+
1 , S
−
0 ), (f1, S
−
2 , S
+
1 ), . . . , (gm, S
+
0 , S
−
2g+m);
- pour le Type n3 : (f1, S
+
1 , S
−
0 ), (f1, S
+
2 , S
−
1 ), (f2, S
+
3 , S
−
2 ),
(f2, S
−
4 , S
+
3 ), . . . , (gm, S
+
0 , S
−
2g+m);
- pour le Type n4 : (f1, S
+
1 , S
−
0 ), (f1, S
+
2 , S
−
1 ), (f2, S
+
3 , S
−
2 ), (f2, S
+
4 , S
−
3 ),
(f3, S
+
5 , S
−
4 ), (f3, S
−
6 , S
+
5 ), . . . , (gm, S
+
0 , S
−
2g+m);
• des 3-simplexes D+0 , . . . , D
+
∗+m, D
−
0 , . . . , D
−
∗+m, plus pre´cise´ment :
- pour les Types o1, o2 : D
±
0 , . . . , D
±
4g+m de faces
(δ0, T
±
0 , E
±
1 , E
±
0 ), (δ1, T
±
1 , E
±
2 , E
±
1 ), (δ2, T
±
2 , E
±
2 , E
±
3 ), (δ3, T
±
3 , E
±
3 , E
±
4 ),
. . . , (δ4g+m, T
±
4g+m, E
±
0 , E
±
4g+m);
- pour les Types n1 a` n4 : D
±
0 , . . . , D
±
2g+m de faces
(δ0, T
±
0 , E
±
1 , E
±
0 ), . . . , (δ2g+m, T
±
2g+m, E
±
0 , E
±
2g+m);
• des 3-simplexes Nj,1, N
′
j,1, Nj,2, N
′
j,2 de faces,
- pour le Type o1 :
si j impair, (νj,1, H2j−1, F2j−2, T
−
2j−2), (νj,1, H2j, F2j , T
−
2j),
(νj,2, T
+
2j−2, F2j−2, H2j−2)(νj,2, T
+
2j , F2j, H2j+1)
si j pair, (νj,1, H2j−2, F2j−3, T
−
2j−3), (νj,1, H2j−1, F2j−1, T
−
2j−1),
(νj,2, T
+
2j−3, F2j−3, H2j−3)(νj,2, T
+
2j−1, F2j−1, H2j);
- pour le Type o2 :
si j impair, (νj,1, H2j−1, T
−
2j−2, F2j−2), (νj,1, H2j, T
+
2j , F2j),
(νj,2, T
+
2j−2, F2j−2, H2j−2)(νj,2, T
−
2j , F2j, H2j+1),
si j pair, (νj,1, H2j−2, T
+
2j−3, F2j−3), (νj,1, H2j−1, T
−
2j−1, F2j−1),
(νj,2, T
−
2j−3, F2j−3, H2j−3), (νj,2, T
+
2j−1, F2j−1, H2j);
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- pour les Types n1 a` n4 :
si εj = 1, (νj,1, H2j−1, F2j−2, T
−
2j−2), (νj,1, H2j, F2j−1, T
−
2j−1),
(νj,2, T
+
2j−2, F2j−2, H2j−2), (νj,2, T
+
2j−1, F2j−1, H2j−1),
si εj = −1, (νj,1, H2j−1, T
−
2j−2, F2j−2), (νj,1, H2j , T
+
2j−1, F2j−1),
(νj,2, T
+
2j−2, F2j−2, H2j−2), (νj,2, T
−
2j−1, F2j−1, H2j−1);
• des 3-simplexes Rk,1, Rk,2,
de faces (ρk,1, H∗+k+1, F∗+k, T
−
∗+k), (ρk,2, T
+
∗+k, F∗+k, H∗+k)
(avec par convention H∗+m+1 = H0).
7) De´coupage de chaque ζk, Figures 19, 20, 21 :
• un 0-simplexe dk;
• des 1-simplexes C+k , C
−
k (d’origine dk et d’extre´mite´ ck) et Sk,0, . . . , Sk,zk
(d’origine dk et d’extre´mite´ σ);
• des 2-simplexes P−k,1, . . . , P
−
k,zk
de faces (pk,1, Sk,1, C
−
k ), . . . , (pk,zk , Sk,zk , C
−
k );
• des 2-simplexes P+k,1, . . . , P
+
k,zk
de faces
- si bk > 0, (pk,1, Sk,wk, C
+
k ), . . . , (pk,zk−wk+1, Sk,zk, C
+
k ),
(pk,zk−wk+2, Sk,0, C
+
k ), (pk,zk−wk+3, Sk,2, C
+
k ), . . . , (pk,zk, Sk,wk−1, C
+
k )
- si bk < 0, (pk,1, Sk,0, C
+
k ), (pk,2, Sk,3, C
+
k ) . . . , (pk,zk , Sk,1, C
+
k )
- si bk = 0, (pk,1, Sk,0, C
+
k );
• des 2-simplexes Xk,1, . . . , Xk,zk , de faces
- si bk > 0, (xk,1, Sk,2, Sk,1), . . . , (xk,zk , Sk,1, Sk,zk),
- si bk < 0, (qk, Sk,2, Sk,1), (h, Sk,2, Sk,3) . . . , (h, Sk,zk, Sk,1),
- si bk = 0, (qk, Sk,1, Sk,1);
• des 2-simplexes Qk, H
′
k, Gk de faces
- si bk > 0, (qk, Sk,0, Sk,zk), (h, Sk,2, Sk,0), (gk, Sk,2, Sk,zk),
- si bk < 0, (qk, Sk,3, Sk,0), (h, Sk,1, Sk,0), (gk, Sk,2, Sk,0),
- si bk = 0, (qk, Sk,0, Sk,0), (h, Sk,1, Sk,0), (gk, Sk,1, Sk,0);
• des 3-simplexes M−k,1, . . . ,M
−
k,zk
, de faces
- si bk > 0, (µk,1, Xk,1, P
−
k,2, P
−
k,1), . . . , (µk,zk, Xk,zk , P
−
k,1, P
−
k,zk
),
- si bk < 0, (µk,1, Xk,1, P
−
k,2, P
−
k,1), (µk,2, Xk,2, P
−
k,2, P
−
k,3) . . .,
(µk,zk , Xk,zk , P
−
k,zk
, P−k,1),
- si bk = 0, (µk,1, Xk,1, P
−
k,1, P
−
k,1);
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• des 3-simplexes M+k,1, . . . ,M
+
k,zk
de faces
- si bk > 0, (µk,1, Xk,wk , P
+
k,2, P
+
k,1), . . . , (µk,zk−wk+1, Qk, P
+
k,zk−wk+2
, P+k,zk−wk+1),
(µk,zk−wk+2, H
′
k, P
+
k,zk−wk+3
, P+k,zk−wk+2), . . . , (µk,zk , Xk,wk−1, P
+
k,1, P
+
k,zk
),
• si bk < 0, (µk,1, Qk, P
+
k,2, P
+
k,1), (µk,2, Xk,3, P
+
k,2, P
+
k,3), . . . ,
(µk,zk−1, Xk,zk , P
+
k,zk−1
, P+k,zk), (µk,zk , H
′
k, P
+
k,zk
, P+k,1),
- si bk = 0, (µk,1, Qk, P
+
k,1, P
+
k,1);
• des 3-simplexes R′k,1, R
′
k,2 de faces
- si bk > 0, (ρk,1, H
′
k, Gk, Qk), (ρk,2, Xk,1, Gk, Xk,zk),
- si bk < 0, (ρk,1, Xk,2, Gk, Qk), (ρk,2, Xk,1, Gk, H
′
k),
- si bk = 0, (ρk,1, H
′
k, Gk, Qk), (ρk,2, Xk,1, Gk, H
′
k).
5. Morphisme des cellules vers les simplexes
Definition 11. On note T l’application de´finie sur les ge´ne´rateurs du
complexe des chaˆınes cellulaires vers ceux des chaˆınes simpliciales par :
• T envoie les 0- et 1-cellules σ et tj , qk, h sur les 0- et 1-simplexes du
meˆme nom,
• T (ρk) = ρk,1 − ρk,2,
• T (νj) = νj,1 − εjνj,2,
• T (µk), 1 ≤ ℓ ≤ zk (voir Notation 3.1),
- si bk ≥ 0 : T (µk) =
∑
µk,ℓ,
- si bk ≤ 0 : T (µk) = µk,1 −
∑
ℓ>1 µk,ℓ,
• T (δ)
- pour les Types oi : T (δ) =
∑g−1
i=0 (δ4i + δ4i+1 − δ4i+2 − δ4i+3) +∑4g+m
ℓ=4g δℓ,
- pour les Types ni : T (δ) =
∑
δℓ,
• T (ǫ), en notant D′ℓ := D
+
ℓ −D
−
ℓ ,
- pour le Type o1 : T (ǫ) =
∑m
k=0(Rk,1 − Rk,2) +
∑∗+m
ℓ=∗ D
′
ℓ +∑g−1
i=0 (D
′
4i+D
′
4i+1−D
′
4i+2−D
′
4i+3)+
∑
(Nj,1−Nj,2−N
′
j,1+N
′
j,2),
- pour le Type o2 : T (ǫ) =
∑m
k=0(Rk,1 − Rk,2) +
∑∗+m
ℓ=∗ D
′
ℓ +∑g−1
i=0 (D
′
4i + D
′
4i+1 − D
′
4i+2 − D
′
4i+3) +
∑
(−1)j(Nj,1 + Nj,2 +
N ′j,1 +N
′
j,2),
- pour les Types ni : T (ǫ) =
∑m
k=0(Rk,1 − Rk,2) +
∑∗+m
ℓ=∗ D
′
ℓ +∑2g−1
i=0 D
′
j +
∑
εj=1
(Nj,1−Nj,2 +N
′
j,1−N
′
j,2) +
∑
εj=−1
(−Nj,1−
Nj,2 +N
′
j,1 +N
′
j,2),
• T (ζk), en notant M
′
k,ℓ := M
+
k,ℓ −M
−
k,ℓ,
- si bk ≥ 0 : T (ζk) = −R
′
k,1 +R
′
k,2 +
∑
M ′k,ℓ,
- si bk ≤ 0 : T (ζk) = −R
′
k,1 +R
′
k,2 +M
′
k,1 −
∑
ℓ>1M
′
k,ℓ.
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Proposition 12. L’application T de´finie ci-dessus est un quasi-isomorphisme
du complexe des chaˆınes cellulaires vers celui des chaˆınes simpliciales.
On en de´duit un (quasi-iso-) morphisme T t, du complexe des cochaˆınes
simpliciales vers celui des cochaˆınes cellulaires : (T t(f))(s) := f(T (s)).
6. Releve´ des cocycles cellulaires en cocycles
simpliciaux
6.1. Bord du complexe des cochaˆınes simpliciales. Pour chaque
ge´ne´rateur ξ = [ξˆ], le but des deux sections suivantes est de choisir
un releve´ de T t, note´ R(ξˆ), i.e. tel que T tR(ξˆ) = ξˆ avec la proprie´te´
supple´mentaire d’eˆtre un cocycle (et pas seulement une cochaˆıne).
Pour alle´ger la pre´sentation, on n’e´crira (en commenc¸ant a` regrouper)
que les bords qui seront utiles dans la partie suivante pour expliciter
des repre´sentants des ge´ne´rateurs.
Le bord est nul sur toutes les 3-cochaˆınes, et le bord de la 0-cochaˆıne
σˆ + aˆ+ bˆ+
∑
cˆk +
∑
dˆk est nul.
Posons Uℓ = Fˆℓ + δˆℓ + Tˆ
±
ℓ . Ici et dans la suite cette notation est a`
comprendre de la fac¸on suivante : Uℓ = Fˆℓ + δˆℓ + Tˆ
+
ℓ + Tˆ
−
ℓ .
Proposition 13. Les bords des 1-cochaˆınes simpliciales sont :
Types o1, o2
— ∂tˆj = εj νˆj,1 + νˆj,2 + Tˆ
±
2j−2 + Tˆ
±
2j + δˆ2j−2 + δˆ2j si j impair, et εj νˆj,1 +
νˆj,2 + Tˆ
±
2j−3 + Tˆ
±
2j−1 + δˆ2j−3 + δˆ2j−1 si j pair;
— ∂fˆj = −εj νˆj,1− νˆj,2+ Fˆ2j−2+ Fˆ2j si j impair, Fˆ2j−3+ Fˆ2j−1 si j pair;
— ∂(tˆj+fˆj) = Uℓ+Uℓ−2 avec si j impair, ℓ = 2j et si j pair, ℓ = 2j−1;
Type n1 a` n4
— ∂tˆj = εj νˆj,1 + νˆj,2 + Tˆ
±
2j−2 + Tˆ
±
2j−1 + δˆ2j−2 + δˆ2j−1;
— ∂fˆj = −εj νˆj,1 − νˆj,2 + Fˆ2j−2 + Fˆ2j−1;
Type o1, o2 et n1 a` n4
— ∂(hˆ+
∑
fˆj+
∑
qˆk) =
∑
(Hˆℓ+Fˆℓ)+
∑
k(Hˆ
′
k+Gˆk+
∑
xk,i=h
(µˆk,i+Xˆk,i));
— ∂qˆk = ρˆk,1 + ρˆk,2 + δˆ∗+k + Tˆ
±
∗+k +
∑
xk,i=qk
(µˆk,i + Xˆk,i) + Qˆk;
— ∂gˆk = −ρˆk,1 − ρˆk,2 + Fˆ∗+k + Gˆk;
— ∂pˆk,ℓ = Pˆ
±
k,ℓ + µˆk,ℓ − µˆk,ℓ−1 si ℓ > 1 et si bk > 0;
— ∂pˆk,ℓ = Pˆ
±
k,ℓ − µˆk,ℓ + µˆk,ℓ−1 si ℓ > 2 et si bk < 0;
— ∂pˆk,2 = Pˆ
±
k,2 − µˆk,2 − µˆk,1;
— ∂(Sˆ±0 + eˆ0) = (Tˆ
±
0 + Hˆ0 + Fˆ0)− (Tˆ
±
∗+m + Hˆ∗+m + Fˆ∗+m);
Le symbole ∗ est de´fini dans la Notation 1
- Pour oi lorsque 1 < ℓ ≤ 4g et ℓ = 2 ou 3 mod 4,
— ∂(Sˆ±ℓ + Sˆ
±
ℓ−1 + eˆℓ + eˆℓ−1) = −Uℓ − Uℓ−2;
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- Pour ni lorsque 1 < ℓ ≤ 2g, et pour oi et ni lorsque ∗ < ℓ ≤
∗+m,
— ∂(Sˆ±ℓ + eˆℓ) = Uℓ − Uℓ−1;
- Pour o1 et n1 (et pour tous les Types si p = 2)
— ∂(Aˆ+ +
∑
Sˆ+ℓ ) = −
∑
(Hˆℓ + Fˆℓ);
— ∂Cˆ+k =
∑
Pˆ+k,ℓ.
— Bord des Sˆk,− :
- si bk > 0
– ∂Sˆk,0 = −Qˆk + Hˆ
′
k − Pˆ
+
k,zk−wk+2
,
– ∂Sˆk,1 = −Xˆk,zk + Xˆk,1 − Pˆ
−
k,1,
– ∂Sˆk,2 = −Hˆ
′
k − Gˆk − Xˆk,1 + Xˆk,2 − Pˆ
−
k,2 − Pˆ
+
k,zk−wk+3
,
– ∂Sˆk,ℓ = −Xˆk,ℓ−1 + Xˆk,ℓ − Pˆ
−
k,ℓ − Pˆ
+
k,zk−wk+ℓ+1
si 2 < ℓ < wk,
– ∂Sˆk,ℓ = −Xˆk,ℓ−1 + Xˆk,ℓ − Pˆ
−
k,ℓ − Pˆ
+
k,ℓ−wk+1
si wk ≤ ℓ < zk,
– ∂Sˆk,zk = Qˆk + Gˆk − Xˆk,zk−1 + Xˆk,zk − Pˆ
−
k,zk
− Pˆ+k,zk−wk+1,
- si bk < 0
– ∂Sˆk,0 = Qˆk + Hˆ
′
k + Gˆk − Pˆ
+
k,1,
– ∂Sˆk,1 = −Hˆ
′
k + Xˆk,1 + Xˆk,zk − Pˆ
−
k,1 − Pˆ
+
k,z,
– ∂Sˆk,2 = −Gˆk − Xˆk,1 − Xˆk,2 − Pˆ
−
k,2,
– ∂Sˆk,3 = −Qˆk + Xˆk,2 − Xˆk,3 − Pˆ
−
k,3 − Pˆ
+
k,2,
– ∂Sˆk,ℓ = Xˆk,ℓ−1 − Xˆk,ℓ − Pˆ
−
k,ℓ − Pˆ
+
k,ℓ−1 si ℓ > 3;
- si bk = 0
– ∂Sˆk,0 = Hˆ
′
k + Gˆk − Pˆ
+
k,1,
– ∂Sˆk,1 = −Hˆ
′
k − Gˆk − Pˆ
−
k,1.
Le bord de la 1-cellule Zk est donne´ dans le lemme suivant.
Lemme 14. De´finissons Yk, Zk, Vk par :
• si bk > 0,
– Yk = Hˆ
′
k + Gˆk + Xˆk,1 + µˆk,1 −
∑
2≤ℓ≤zk−wk+2
Pˆ+k,ℓ,
– Zk = qˆk+gˆk−vkCˆ
+
k +Sˆk,0−
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ+pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i =
qk},
– Vk = ukCˆ
+
k + Sˆk,0 +
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ + pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i = h},
• si bk ≤ 0 (donc ak = uk = 1 et vk = 0)
– Yk = Qˆk + Gˆk + Xˆk,1 + µˆk,1,
– Zk = qˆk + gˆk,
– Vk = Cˆ
+
k + Sˆk,0 −
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ + pˆk,ℓ)(zk − ℓ+ 1).
Alors ∂Zk = U∗+k+akYk et
∑
xk,i=h
(Xˆk,i+µˆk,i) = bkYk−Hˆ
′
k−Gˆk+∂Vk.
Proof. Le cas bk ≤ 0 est facile. Dans le cas bk > 0, de´taillons la preuve.
∂(qˆk + gˆk) = U∗+k + Gˆk + Qˆk +
∑
xk,i=qk
(µˆk,i + Xˆk,i), or
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Xˆk,i+ µˆk,i− Xˆk,1− µˆk,1− Hˆ
′
k− Gˆk− ∂
∑
2≤ℓ≤i(Sˆk,ℓ+ pˆk,ℓ)+
∑
2≤ℓ≤i Pˆ
+
k,ℓ
est e´gal :
- si 2 ≤ i < wk, a`
∑
2≤ℓ≤i Pˆ
+
k,zk−wk+ℓ+1
,
- si wk ≤ i < zk, a`
∑
2≤ℓ<wk
Pˆ+k,zk−wk+ℓ+1 +
∑
wk≤ℓ≤i
Pˆ+k,ℓ−wk+1, d’ou`
∑
xk,i=qk
(Xˆk,i+ µˆk,i)−ak(Xˆk,1+ µˆk,1)− (ak−1)(Hˆ
′
k+ Gˆk)−∂
∑
ℓ≥2
(Sˆk,ℓ+ pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk}
= −
∑
ℓ≥2 Pˆ
+
k,ℓ
♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk}+
∑
ℓ<zk−wk+2
Pˆ+
k,ℓ
♯{i ≥ ℓ+wk − 1 | xk,i = qk}
+
∑
ℓ>zk−wk+2
Pˆ+
k,ℓ
♯{i ≥ ℓ+wk − 1− zk | xk,i = qk}.
Dans cette expression, le coefficient de Pˆ+k,ℓ vaut (compte tenu des
proprie´te´s de wα,β de´taille´es dans 4.1
- si ℓ = 1 : ♯{i ≥ wk | xk,i = qk} = vk,
- si ℓ = zk − wk + 2 :
−♯{i ≥ zk−wk+2 | xk,i = qk} = 1−♯{i < wk | xk,i = qk} = 1−(ak−vk),
- si 2 ≤ ℓ ≤ zk − wk + 2 :
♯{i ≥ ℓ+ wk − 1 | xk,i = qk} − ♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk} =
♯{i | ℓ ≤ i < zk − wk + 1 et xk,i = qk} − ♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk} =
− ♯{i ≥ zk−wk+1 | xk,i = qk} = −♯{i < wk | xk,i = qk} = −(ak− vk),
- si ℓ > zk − wk + 2 :
♯{i ≥ ℓ+ wk − 1− zk | xk,i = qk} − ♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk} =
♯{i ≥ wk | xk,i = qk}+ ♯{i | ℓ + wk − 1− zk ≤ i < wk et xk,i = qk}
− ♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk} = vk.
On en de´duit donc
∑
xk,i=qk
(Xˆk,i+ µˆk,i) = akYk−Qˆk−Gˆk+∂[vkCˆ
+
k −
Sˆk,0+
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ+ pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk}], si bien que ∂Zk est e´gal au
re´sultat annonce´.
On a de´ja` vu calcule´
∑
xk,i=qk
(Xˆk,i+µˆk,i). On va en de´duire
∑
xk,i=h
(Xˆk,i+
µˆk,i) par diffe´rence, en calculant
∑
i(Xˆk,i + µˆk,i). Rappelons que pour
1 ≤ i < zk,
Xˆk,i+ µˆk,i− Xˆk,1− µˆk,1− Hˆ
′
k− Gˆk− ∂
∑
2≤ℓ≤i(Sˆk,ℓ+ pˆk,ℓ)+
∑
2≤ℓ≤i Pˆ
+
k,ℓ
e´tait e´gal :
- si 2 ≤ i < wk, a`
∑
2≤ℓ≤i Pˆ
+
k,zk−wk+ℓ+1
- si wk ≤ i < zk, a`
∑
2≤ℓ<wk
Pˆ+k,zk−wk+ℓ+1 +
∑
wk≤ℓ≤i
Pˆ+k,ℓ−wk+1.
De plus, pour i = zk, on a presque la meˆme formule que pour wk ≤ i <
zk, mais en remplac¸ant −Gˆk par +Qˆk.
D’ou`∑
i(Xˆk,i + µˆk,i) − zk(Xˆk,1 + µˆk,1) − (zk − 1)Hˆ
′
k − (zk − 2)Gˆk + Qˆk −
∂
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ+pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ} = −
∑
ℓ≥2 Pˆ
+
k,ℓ(zk−ℓ+1)+
∑
ℓ<zk−wk+2
Pˆ+k,ℓ(zk−
ℓ+ 2− wk) +
∑
ℓ>zk−wk+2
Pˆ+k,ℓ(2zk − ℓ+ 2− wk) =
(uk + vk)∂Cˆ
+
k − (ak + bk)
∑
2≤ℓ≤zk−wk+2
Pˆ+k,ℓ, si bien que par diffe´rence,∑
xk,i=h
(Xˆk,i + µˆk,i) est e´gal au re´sultat annonce´.

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Proposition 15. Bord des 2-cochaˆınes simpliciales :
Pour tous les Types, on a d’abord
— ∂(δˆ0 + Tˆ
±
0 + Fˆ0) = 0,
— ∂(µˆk,1 + Xˆk,1 + Gˆk −
∑
2≤ℓ≤zk−wk+1
Pˆ+k,ℓ) = 0.
Pour les Types oi (avec ε = 1 pour o1 et = −1 pour o2)
- si j impair
— ∂(νˆj,1 + Hˆ2j−1 + Fˆ2j−1) = Nˆ
′
j,1 + εNˆj+1,1,
— ∂(νˆj,1 + εHˆ2j−1 + εFˆ2j−1 + Hˆ2j) = (1− ε)Nˆj,1 et
— ∂(Fˆ2j−2 + Hˆ2j−2 + Fˆ2j−3) = ε(Nˆj,1 + Nˆ
′
j−1,1);
- si j pair
— ∂(νˆj,1 + Hˆ2j−1 + Fˆ2j−2) = Nˆj,1 + εNˆ
′
j−1,1 et
— ∂(νˆj,1 + εHˆ2j−1 + εFˆ2j−2 + Hˆ2j−2) = (1− ε)Nˆ
′
j,1,
— ∂(µˆk,1 + Xˆk,1 + Gˆk −
∑
2≤ℓ≤zk−wk+1
Pˆ+k,ℓ) = 0.
Pour les Types ni,
— ∂(µˆk,1 + Xˆk,1 + Gˆk −
∑
2≤ℓ≤zk−wk+1
Pˆ+k,ℓ) = 0,
— ∂(νˆj,1 + Hˆ2j−1 + Fˆ2j−1) = (1 + εj)Nˆ
′
j,1,
— ∂(νˆj,2 + Hˆ2j−1 + εjFˆ2j−2) = (1 + εj)Nˆj,2,
— ∂Hˆ2j−2 = −Nˆ
′
j−1,1 − Nˆj,2.
6.2. Releve´ des 0 et 1-cocycles cellulaires. Ayant de´crit les cobords,
on est preˆts a` choisir des releve´s qui soient des cocycles relevant mod
p un repre´sentant des divers ge´ne´rateurs.
Le 0-cocycle cellulaire σˆ se rele`ve en 1 = σˆ + aˆ+ bˆ+
∑
dˆk.
Graˆce au lemme 14, les 1-cocycles sont releve´s comme suit :
Definition 16. Releve´s des 1-cocycles
1) Pour le ge´ne´rateur θj:
pour oi et pour tout p, θj = [tˆj ]. On peut relever tˆj par
Rtˆj = tˆj + fˆj + eˆℓ + Sˆ
±
ℓ + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1;
pour ni, il faut distinguer selon p :
— si p = 2, alors on a θj = [tˆj ]. On peut relever tˆj par
Rtˆj = tˆj + fˆj + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1;
— si p > 2 alors on a θj = [tˆj − tˆ1] qui se rele`ve par
R(tˆj− tˆ1) = tˆj+ fˆj− (tˆ1+ fˆ1)−2
∑2j−2
u=2 (eˆu+ Sˆ
±
u )− (eˆ1+ Sˆ
±
1 )− (eˆ2j−1+
Sˆ±2j−1).
Dans les deux situations, on a pris ℓ = 2j si j est impair et ℓ = 2j − 1
si j est pair.
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2) Pour le ge´ne´rateur αk :
pour tous les Types et pour tout p, si 0 ≤ k < n−1, on commence
par relever qˆk − qˆk−1 par
R(qˆk− qˆk−1) = Zk−Zk−1− Sˆ
±
2g′+k− eˆ2g′+k, avec Zk = qˆk+ gˆk− vkCˆ
+
k +
Sˆk,0 −
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ + pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk};
pour les Types oi, ni, quand p = 2 et pour les Types oi quand
p > 2, le ge´ne´rateur αk est αk = [qˆk − qˆ0]. En additionnant, on trouve
le releve´
R(qˆk − qˆ0) = Zk − Z0 −
∑k
i=1(Sˆ
±
2g′+i + eˆ2g′+i) , ou` Zu est de´fini dans le
Lemme 14 ;
pour tous les Types ni, quand p > 2, αk = [qˆk−
1
2
tˆg]. Il faut rajouter
a` la somme pre´ce´dente le releve´ de α0 = [qˆ0−
1
2
tˆg] qui est choisi e´gal a`
R(qˆ0−
1
2
tˆg) = Z0−
1
2
(tˆg+ fˆg)−(eˆ2g+ Sˆ
±
2g)−
1
2
(eˆ2g−1+ Sˆ
±
2g−1). On obtient
donc :
R(qˆk −
1
2
tˆg) = Zk −
1
2
(tˆg + fˆg)−
∑k
i=−1(Sˆ
±
2g′+i + eˆ2g′+i).
3) Pour le ge´ne´rateur α = [ c
2a
tˆ1 + hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk]. Avec la notation
ck = bka/ak, on a :
pour les Types o1 et n1, dans le Cas 1 (on a donc c = 0), lorsque
p > 2 et pour tous les Types, dans le Cas 1, lorsque p = 2, on
peut relever hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk par
R(hˆ −
∑
bka
−1
k qˆk) = hˆ +
∑
fˆj +
∑
gˆk + Aˆ
+ +
∑
Sˆ+ℓ −
∑
bka
−1
k Zk −∑
Vk −
1
a
[c0(eˆ∗+1 + Sˆ
±
∗+1) + (c0 + c1)(eˆ∗+2 + Sˆ
±
∗+2) + . . . + (c0 + . . . +
cm−1)(eˆ∗+m + Sˆ
±
∗+m)];
pour le Type n1, dans le Cas 2, on peut relever
c
2a
tˆ1+hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk
par
R( c
2a
tˆ1+hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk) = hˆ+
∑
fˆj+
∑
qˆk+Aˆ
++
∑
Sˆ+ℓ −
∑
bka
−1
k Zk−∑
Vk −
1
a
[c0(eˆ∗+1 + Sˆ
±
∗+1) + (c0 + c1)(eˆ∗+2 + Sˆ
±
∗+2) + . . . + (c0 + . . . +
cm−1)(eˆ∗+m + Sˆ
±
∗+m)] +
c
2a
[(tˆ1 + fˆ1)− (Sˆ
±
1 + eˆ1)− 2(Sˆ
±
0 + eˆ0)] avec
• si bk > 0,
– Zk = qˆk + gˆk − vkCˆ
+
k + Sˆk,0−
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ+ pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i =
qk},
– Vk = ukCˆ
+
k + Sˆk,0 +
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ + pˆk,ℓ)♯{i ≥ ℓ | xk,i = h} ;
• si bk ≤ 0,
– Zk = qˆk + gˆk,
– Vk = Cˆ
+
k + Sˆk,0 −
∑
ℓ≥2(Sˆk,ℓ + pˆk,ℓ)(zk − ℓ+ 1).
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Pour justifier (lorsque cela n’est pas e´vident) ces choix de releve´s,
on fait le remarques suivantes :
On rappelle la notation Uℓ = Fˆℓ + δˆℓ + Tˆ
±
ℓ .
1) Pour le ge´ne´rateur θj :
Pour oi, pour tout p, ∂(tˆj + fˆj) = Uℓ + Uℓ−2 avec :
– si j impair : ℓ = 2j et
∂(eˆℓ + Sˆ
±
ℓ ) = −Uℓ − Uℓ−1, ∂(eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1) = Uℓ−1 − Uℓ−2,
– si j pair : ℓ = 2j − 1 et
∂(eˆℓ + Sˆ
±
ℓ ) = −Uℓ + Uℓ−1, ∂(eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1) = −Uℓ−1 − Uℓ−2,
– donc quelle que soit la parite´ de j,
∂(tˆj + fˆj) = −∂(eˆℓ + Sˆ
±
ℓ + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1).
Pour tout p, le releve´ du cocycle θj = tˆj est :
Rtˆj = tˆj + fˆj + eˆℓ + Sˆ
±
ℓ + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1.
Pour ni, pour tout p, ∂(tˆj + fˆj) = U2j−1 + U2j−2 et ∂(eˆℓ + Sˆ
±
ℓ ) =
Uℓ − Uℓ−1, donc
– si p = 2, on peut relever θj = tˆj par
Rtˆj = tˆj + fˆj + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1,
– si p > 2, on peut (pour relever θj = tˆj − tˆ1) relever tˆj − tˆj−1 par
(tˆj + fˆj)− (tˆj−1 + fˆj−1)− (eˆ2j−1 + Sˆ
±
2j−1)− (eˆ2j−2 + Sˆ
±
2j−2).
2) Pour les ge´ne´rateures αk.
On va se servir des Zk du lemme, puisqu’ils contiennent qˆk plus des
cochaˆınes simpliciales dont l’image cellulaire (par T t) est nulle. D’apre`s
le lemme, pour tout k ∈ [0, n[ on a, modulo p : ∂Zk = U2g′+k, or pour
2g′ < ℓ ≤ 2g′+m on a : ∂(eˆℓ+Sˆ
±
ℓ ) = Uℓ−Uℓ−1. Ceci permet (∀p, ∀oi, ni)
de relever qˆk− qˆk−1 (pour 0 < k < n) par Zk−Zk−1− (eˆ2g′+k+ Sˆ
±
2g′+k).
Pour les Types ni et p > 2, il faut relever en plus α0 = qˆ0 −
1
2
tˆg. On
se sert donc de
∂[Z0−
1
2
(tˆg+fˆg)] = U2g−
1
2
(U2g−1+U2g−2) = (U2g−U2g−1)+
1
2
(U2g−1−U2g−2),
ce qui, puisqu’ici Uℓ − Uℓ−1 = ∂(eˆℓ + Sˆ
±
ℓ ), permet de relever α0 par :
Z0 −
1
2
(tˆg + fˆg)− (eˆ2g + Sˆ
±
2g)−
1
2
(eˆ2g−1 + Sˆ
±
2g−1).
3) Pour le ge´ne´rateur α.
- Pour c
2a
tˆ1 + hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk.
On a ∂(hˆ+
∑
fˆj+
∑
qˆk+ Aˆ
++
∑
Sˆ+ℓ ) =
∑
k(Hˆ
′
k+ Gˆk+
∑
xk,i=h
(µˆk,i+
Xˆk,i)) or d’apre`s le lemme, pour k fixe´,
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Hˆ ′k+Gˆk+
∑
xk,i=h
(µˆk,i+Xˆk,i) = bkYk+∂Vk = bka
−1
k (∂Zk−U∗+k)+∂Vk.
Donc on a ∂(hˆ+
∑
fˆj +
∑
qˆk+ Aˆ
++
∑
Sˆ+ℓ −
∑
bka
−1
k Zk−
∑
Vk) =
−
∑
bka
−1
k U∗+k =
−1
a
∑
ckU∗+k avec
∑
ck = c et U∗+k − U∗+k−1 =
∂(eˆ∗+k + Sˆ
±
∗+k), d’ou`
−
∑
ckU∗+k = ∂[c0(eˆ∗+1+ Sˆ
±
∗+1)+ (c0+ c1)(eˆ∗+2+ Sˆ
±
∗+2)+ . . .+(c0+
. . .+ cm−1)(eˆ∗+m + Sˆ
±
∗+m)]− cU∗+m.
Dans les Cas 1 (de o1 et n1), c = 0 mod p donc on peut relever
hˆ −
∑
bka
−1
k qˆk par hˆ +
∑
fˆj +
∑
qˆk + Aˆ
+ +
∑
Sˆ+ℓ −
∑
bka
−1
k Zk −∑
Vk −
1
a
[c0(eˆ∗+1 + Sˆ
±
∗+1) + (c0 + c1)(eˆ∗+2 + Sˆ
±
∗+2) + . . . + (c0 + . . . +
cm−1)(eˆ∗+m + Sˆ
±
∗+m)].
Dans le Cas 2 de n1, comme ∂(Sˆ
±
0 + eˆ0) = U0−U∗+m et ∂(Sˆ
±
1 + eˆ1) =
U1 − U0 et ∂(tˆ1 + fˆ1) = U0 + U1, on peut relever
c
2a
tˆ1 + hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk
par la meˆme expression que dans les Cas 1, a` laquelle on ajoute c
2a
[(tˆ1+
fˆ1)− (Sˆ
±
1 + eˆ1)− 2(Sˆ
±
0 + eˆ0)].
6.3. Releve´ des 2-cocycles cellulaires.
Definition 17. Releve´s des 2-cocycles
4) Pour le ge´ne´rateur β = [δˆ], valable dans tous les Cas et pour
tous les Types. On rele`ve δˆ par :
Rδˆ = U0 = δˆ0 + Tˆ
±
0 + Fˆ0.
5) Releve´ de βk = [µˆk], valable dans tous les Cas, que p divise
ak ou pas et que bk soit positif ou pas. On rele`ve µˆk par :
Rµˆk = µˆk,1 + Xˆk,1 + Gˆk −
∑
2≤ℓ≤zk−wk+1
Pˆ+k,ℓ.
6) Pour le ge´ne´rateur ϕj pour p ≤ 2.
pour oi, si ε = 1, on rele`ve νˆj par :
Rνˆj = νˆj,1 + Hˆ2j−1 + Fˆ2j−1 + Hˆ2j si j impair
Rνˆj = νˆj,1 + Hˆ2j−1 + Fˆ2j−2 + Hˆ2j−2 si j pair.
pour ni, si εj = −1, on rele`ve νˆj par
Rνˆj = νˆj,1 + Hˆ2j−1 + Fˆ2j−1.
Il n’est pas ne´cessaire de de´finir le releve´ de ϕj pour les autres Types
car pour p > 2, les cup-produits H1⊗H2 → H3 ne seront a` calculer
que pour les Types o1 et n2.
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7. Calcul des cup-produits pour p = 2
7.1. Formules d’Alexander-Whitney. Me´thode des coefficients.
D’apre`s la formule d’Alexander-Whitney [7], [1], le cup-produit de deux
cochaˆınes simpliciales f de degre´ p et g de degre´ q est de´fini sur tout
p+ q-simplexe par
(f ∪ g)(v0, . . . , vp+q) = f(v0, . . . , vp)g(vp, . . . , vp+q).
On en de´duit imme´diatement que le ge´ne´rateur 1 du H0 est neutre
pour ∪.
Si ϕ = f ∪g avec f, g deux 1-cochaˆınes simpliciales, on obtient donc,
pour tout 2-simplexe s = (s0, s1, s2), de sommets (v0, v1, v2) et de faces
s0 = (v1, v2), s1 = (v0, v2), s2 = (v0, v1), ϕ(s) = f(s2)g(s0).
Heureusement, si f, g sont des 1-cocycles, pour connaˆıtre la classe du
2-cocycle ϕ, il ne sera pas ne´cessaire de l’e´valuer sur les (nombreux !)
2-simplexes. En effet, soit ϕ′ = T t(ϕ) son image dans le complexe
cellulaire (voir 5),
ϕ′ = xδˆ +
g′∑
j=1
yj νˆj +
∑
zkρˆk +
m∑
k=0
rkµˆk.
Comme 0 = ∂ϕ′, les zk sont nuls. De plus, la classe de cohomologie de
ϕ′ (donc de ϕ) est
• dans le Cas 1 : (x+
∑m
k=0 rk)β +
∑g′
j=1 yjϕj,
• dans le Cas 2 :
∑g′
j=1 yjϕj ,
• dans le Cas 3 :
∑n−1
k=0 rkβk+
∑g′
j=1 yjϕj , en posant β0 = −
∑n−1
k=1 βk.
Remarque 18. Pour calculer la classe de cohomologie [ϕ], il suffira
donc d’e´valuer (mod 2) x = ϕ(
∑
δℓ) (dans le Cas 1), les rk = ϕ(
∑
µk,ℓ)
(dans les Cas 1 et 3), et les yj = ϕ(νj,1 − εjνj,2) (dans les trois Cas).
7.2. Les cup-produits, pour p = 2, ∪ : H1⊗H1 → H2.
The´ore`me 19. Pour p = 2,
• Dans le Cas 1, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H1 → H2 sont
• θi ∪ θj
- Pour les Types oi, les cup-produits θi ∪ θj sont nuls sauf θ2i ∪
θ2i−1 = β;
- Pour les Types ni, les cup-produits θi∪θj sont nuls sauf θi∪θi =
β;
• θj ∪ α
- Pour tous les Types, on a θj ∪ α = ϕj.
• α ∪ α
- Pour les Types o1 et n1, on a α ∪ α =
c
2
β;
- Pour les Types o2 et n2, on a α ∪ α =
c
2
β +
∑
1≤j ϕj;
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- Pour le Type n3, on a α ∪ α =
c
2
β +
∑
j>1 ϕj;
- Pour le Type n4, on a α ∪ α =
c
2
β +
∑
j>2 ϕj .
• Dans le Cas 2, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H1 → H2 sont
• θi ∪ θj ,
- Pour tous les Types, θi ∪ θj = 0.
• Dans le Cas 3, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H1 → H2 sont
• θi ∪ θj,
- Pour tous les Types, on a θi ∪ θj = 0;
• θj ∪ αk.
- Pour tous les Types, on a θj ∪ αk = 0,
• αk ∪ αi;
- Pour tous les Types, on a αk∪αi =
a0
2
∑
0>ℓ≤n−1 βℓ+ δk,ℓ
ak
2
βk.
Proof. Calcul de θi ∪ θj
Types oi - Dans les trois Cas, θj = [tˆj ] et le releve´ de θj est Rtˆj =
tˆj + fˆj + Sˆ
±
ℓ + Sˆ
±
ℓ−1 + eˆℓ + eˆℓ−1 avec ℓ = 2j si j impair et ℓ = 2j − 1 si
j pair (voir De´finition (16).
• Les coefficients rk sont calcule´s par la formule :
rk = T
t
(
R(tˆi) ∪ R(tˆj)
)
(µk) =
(
R(tˆi) ∪ R(tˆj)
)
T (µk)
=
(
R(tˆi) ∪ R(tˆj)
)
(
∑
ℓ µk,ℓ) =
∑
ℓR(tˆi)(µk,ℓ)2R(tˆj)(µk,ℓ)0.
.
Les rk sont nuls quel que soit le signe de bk car la face (µk,ℓ)2 du 2-
simplexe µk,ℓ est un pk,ℓ, annule´ par Rtˆj (voir la sous-section De´coupage
simplicial (4.2, 6)).
• Les coefficients yℓ sont calcule´s par la formule :
yℓ = T
t
(
R(tˆi) ∪R(tˆj)
)
(νˆℓ) =
(
R(tˆi) ∪R(tˆj)
)
T (νℓ)
=
(
R(tˆi) ∪ R(tˆj)
)
(νℓ,1 − εℓνℓ,2)
= R(tˆi)(νℓ,1)2R(tˆj)(νℓ,1)0 − εℓR(tˆi)(νℓ,2)2R(tˆj)(νℓ,2)0.
.
Les yℓ sont nuls car Rtˆj(νℓ,1)0 = Rtˆj(h) = 0 et Rtˆj(νℓ,2)2 = Rtˆj(h) = 0.
(Voir la sous-section De´coupage simplicial (4.2, 3)).
Comme dans les Cas 2 et 3, β n’est pas un ge´ne´rateur, on a la conclu-
sion:
Conclusion : Dans les Cas 2 et 3, pour le Type oi, on a θi ∪ θj = 0.
• Il reste a` calculer x pour le Cas 1. On a, voir la sous-section
De´coupage simplicial (4.2, 4 (1)) :
x = Rtˆi(e0)Rtˆj (t1) +Rtˆi(e1)Rtˆj (t2) + Rtˆi(e3)Rtˆj (t1) + Rtˆi(e4)Rtˆj (t2) + . . .
vaut 1 si et seulement si i impair et j = i+ 1 ou i pair et j = i− 1 (et
vaut 0 sinon).
Conclusion : Dans le Cas 1, pour les Types oi, les cup-produits θi∪θj
sont nuls sauf θ2i ∪ θ2i−1 = β.
Types ni, θj = [tˆj ] et le releve´ de θj est Rtˆj = tˆj + fˆj + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1.
• Comme plus haut, dans les trois Cas, les rk et les yℓ sont tous nuls
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et β n’est un ge´ne´rateur que dans le Cas 1.
• Calcul de x : x = Rtˆi(e0)Rtˆj(t1) + Rtˆi(e1)Rtˆj(t1) + . . . vaut 1 si et
seulement si i = j et vaut 0 sinon.
Conclusion : Pour les Types ni, les cup-produits θi ∪ θj sont nuls
sauf dans le Cas 1 et si i = j, alors on a θi ∪ θi = β.
Remarque 20. Dans la suite, (meˆme pour p > 2) pour tous les θj∪. . .,
les coefficients rk sont nuls.
Calcul de θi ∪ α
Pour tous les Types, α = [hˆ+
∑
bj qˆj ] n’est ge´ne´rateur que dans
ce Cas 1.
Le releve´ de α est
R(hˆ+
∑
bj qˆj) = hˆ+
∑
fˆj +
∑
qˆk+ Aˆ
++
∑
Sˆ+ℓ −
∑
bka
−1
k Zk−
∑
Vk−
1
a
[c0(eˆ∗+1+ Sˆ
±
∗+1)+(c0+c1)(eˆ∗+2+ Sˆ
±
∗+2)+ . . .+(c0+ . . .+cm−1)(eˆ∗+m+
Sˆ±∗+m)].
• Nous avons de´ja` que tous les rk sont nuls.
• Calcul du coefficient x.
Dans le de´coupage simpliciale de δ, l’indice des simplexes δu varie de 0
a` 4g +m.
Pour u ≤ 4g− 1, le simplexe δu est δu = (t·, e·, e·) et R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)
(le releve´ de α) applique´ a` (δu)0 = t. est nul.
Pour u ≥ 4g, le simplexe δu est δu = (q., e., e.) et R(tˆj) le releve´ de θj
applique´ a` (δu)2 = e. est nul. Le coefficient x est nul.
• Il ne reste plus qu’a` calculer yi. Or
yi = Rtˆj(νi,1)2R(hˆ+
∑
bj qˆj)(νi,1)0 − εjRtˆj(νi,2)2R(hˆ+
∑
bj qˆj)(νi,2)0
= Rtˆj(νi,1)2,
car
R(hˆ+
∑
bj qˆj)(νi,1)0 = R(hˆ+
∑
bj qˆj)(h) = 1 et Rtˆj(νi,2)2 = Rtˆj(h) = 0.
Comme de plus, (νi,1)2 = ti ou fi, on obtient yi = 1 si et seulement si
i = j et yi = 0 sinon.
Conclusion : θj ∪ α n’intervient que dans le Cas 1. Pour tous les
Types, on a θj ∪ α = ϕj.
Calcul de θj ∪ αk
Pour tous les Types, les ge´ne´rateurs αk = [qˆk− qˆ0] n’interviennent
que dans le Cas 3.
• A nouveau, les rk sont nuls.
• Calcul des yℓ
yℓ = Rtˆj(νi,1)2R(qˆk − qˆ0)(νi,1)0 − εjRtˆj(νi,2)2R(qˆk − qˆ0])(νi,2)0.
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On a de´ja` vu que Rtˆj(νi,2)2 = 0 et que Rtˆj(νi,1)2 = 1. Mais on a
R(qˆk − qˆ0) = Zk − Z0 −
k∑
u=1
(
Sˆ±⋆+u + eˆ⋆+ℓ
)
par conse´quent R(qˆk − qˆ0)(νi,1)0 = R(qˆk − qˆ0)(h) = 0 car hˆ n’intervient
pas dans les Zu. Les coefficients yℓ sont nuls.
Conclusion : θj ∪ αk n’intervient que dans le Cas 3. Pour tous les
Types, on a θj ∪ αk = 0.
Calcul de αi ∪ αj
Pour tous les Types, les ge´ne´rateurs αk = [qˆk− qˆ0] n’interviennent
que dans le Cas 3. Nous devons calculer les coefficients rℓ, 0 ≤ ℓ ≤ n−1
et yi.
• Calcul des coefficients rℓ =
∑
w R(qˆk − qˆ0)(µℓ,w)2R(qˆj − qˆ0)(µℓ,w)0,
avec (µℓ,w)0 = xℓ,w et (µℓ,w)2 = pℓ,w
1) Dans R(qˆj − qˆ0) interviennent Zj et Z0. Dans chaque Zu, on voit
qˆu −
∑
s≥1 pˆu,s♯{t ≥ s | xu,t = qu}.
-Si u = j, R(qˆj − qˆ0)(µℓ,w)0 = R(qˆj − qˆ0)(xℓ,w) = 0 sauf si ℓ = j et
ceci pour tous les aj indices w tels que xj,w = qj . Dans ces situations
R(qˆj − qˆ0)(µj,w)0 = 1.
- Si u = 0, pour n’importe quel indice j 6= 0, R(qˆj − qˆ0)(µℓ,w)0 = 0 sauf
si ℓ = 0 et ceci pour tous les a0 indices w tels que x0,w = q0. Dans ces
situations R(qˆj − qˆ0)(µ0,w)0 = 1.
2) R(qˆk − qˆ0)(µℓ,w)2 = R(qˆk − qˆ0)(pℓ,w) = 0 sauf si
i) ℓ = j = k et pour tous les w tels que xk,w = qk. Dans ces situations
on a R(qˆk − qˆ0)(pk,w) = ♯{t ≥ w | xk,t = qk} ;
ii) ℓ = 0 et pour tous les w tels que x0,w = q0. Dans ces situations,
pour n’importe quel indice k 6= 0, on a R(qˆk − qˆ0)(p0,w) = ♯{t ≥ w |
x0,t = q0}.
Si k = j, 0 ≤ k ≤ n− 1, nous avons obtenu
rk =
∑
w ≥ 1
xk,w = qk
R(qˆk−qˆ0)(µk,w)2 =
w=ak−1∑
w=1
(ak−w) =
ak(ak − 1)
2
=
ak
2
.
Le dernier calcul est fait modulo 2.
• Calcul des coefficients
yi = R(qˆk−qˆ0)(νi,1)2R(qˆj−qˆ0)(νi,1)0−εiR(qˆk−qˆ0)(νi,2)2R(qˆj−qˆ0)(νi,2)0.
Nous avons (νi,1)2 = ti si εi = 1 et (νi,1)2 = fi si εi = −1 ; (νi,1)0 =
(νi,2)2 = h; (νi,2)0 = ti.
Aucun de ces e´le´ments n’intervient dans R(qˆu − qˆ0). On a donc que
pour tout i, yi = 0.
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Il reste a` remarquer que les calculs pre´ce´dents sont valables pour
tous les Types.
Conclusion : Les cup-produits αi∪αj n’interviennent que dans le Cas
3. Pour tous les Types, αi ∪αj =
a0
2
β0+ δi,j
aj
2
βj , ou` β0 =
∑
1≤k≤n−1 βk
et δi,j est le symboˆle de Kronecker.
Calcul de α ∪ α
Pour tous les Types, le ge´ne´rateur α n’intervient que dans le Cas
1. On rappelle que r est le nombre de bk pairs et on les a range´s entre
0 et r − 1.
• Calcul du coefficient x.
Le calcul se fait par la formule :
T
t(R(hˆ+
∑
bj qˆj) ∪ R(hˆ+
∑
bj qˆj))(δ) = (R(hˆ+
∑
bj qˆj) ∪ R(hˆ+
∑
bj qˆj))(T (δ)).
Si ℓ ≤ ∗ − 1, on a R(hˆ+
∑
bj qˆj)(δℓ)0 = 0.
Mais si ℓ = ∗+ k, 0 ≤ k ≤ m− 1, on a
(R(hˆ+
∑
bj qˆj) ∪R(hˆ +
∑
bj qˆj))(qk, e∗+k+1, e∗+k)
= R(hˆ+
∑
bj qˆj)(qk)R(hˆ+
∑
bj qˆj)(e∗+k).
On a d’abord R(hˆ+
∑
bj qˆj)(qk) = 1 si et seulement si k ≥ r − 1.
Ensuite on calcule R(hˆ+
∑
bj qˆj)(e∗+k) = (c0+c1+· · ·+ck−1) ou` cu =
bua
au
qui est non nul seulement si u < r. On obtient (c0+c1+ · · ·+ck−1) = 1
si et seulement si k − r est impair.
- Si r impair, k doit eˆtre pair et comme on est dans le Cas ou` c = 0,
on doit avoir m − r pair donc m impair. Le nombre de k pairs entre
r + 1 pair et m− 1 pair, r + 1 ≤ k ≤ m− 1, est x = m−r
2
.
- Si r est pair, alors k est impair et m est pair. Le nombre de k
impairs entre r + 1 impair et m − 1 impair, r + 1 ≤ k ≤ m − 1, est
x = m−r
2
.
On en de´duit que
(R(hˆ+
∑
bj qˆj)∪R(hˆ+
∑
bj qˆj))(δℓ) = 1 si et seulement si ℓ = ∗+r+2i
pour un i > 0 et donc que x = m−r
2
= 1
2
∑m−1
r 1.
Le calcul de x a e´te´ fait pour les Types oi. Pour les Types ni,
T (δ) =
∑
δℓ. Par conse´quent ce calcul est valable aussi pour les Types
ni.
• Calcul des coefficients rk
On rappelle que (µk,.)0 = xk,. et (µk,.)2 = pk,. et rk =
∑m−1
ℓ=0 R(hˆ +∑
bj qˆj)(pk,ℓ)R(hˆ +
∑
bj qˆj)(xk,ℓ).
Si bk > 0
• si 0 ≤ k ≤ r − 1, les bk sont pairs. Le terme intervenant dans
chaque R(hˆ+
∑
bj qˆj) est
∑
t Vt, plus pre´cisement∑
t
∑
u≥1
pˆt,u♯{i ≥ u | xt,i = h}.
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Calculons R(hˆ +
∑
bj qˆj)(xk,ℓ).
- Si ℓ est tel que xk,ℓ = h, ce qui arrive pour bk d’entre eux, alors
R(hˆ +
∑
bj qˆj)(xk,ℓ) = 1 et rk =
∑bk−1
ℓ=1 R(hˆ+
∑
bj qˆj)(pk,ℓ). On
a donc
rk =
∑m−1
ℓ=1,xk,ℓ=h
♯{i ≥ ℓ | xℓ,i = h} =
∑bk−1
ℓ=1 (bk − ℓ) =
bk
2
.
La dernie`re e´galite´ est calcule´e modulo 2.
- Si ℓ est tel xk,ℓ = qk, alors R(hˆ+
∑
bj qˆj)(xk,ℓ) = 0.
On conclut que, si bk > 0 et 0 ≤ k ≤ r − 1, on a rk =
bk
2
.
• si k ≥ r, les bk sont impairs, donc les zk = ak + bk sont
pairs. La somme intervenant dans chaque R(hˆ +
∑
bj qˆj) est
hˆ +
∑m−1
u=r Zu +
∑
Vt. Que ℓ soit tel que xk,ℓ = h ou xk,ℓ = qk,
on a R(hˆ +
∑
bj qˆj)(xk,ℓ) = 1 d’ou`
rk =
∑
ℓR(hˆ +
∑
bj qˆj)(pk,ℓ)
=
∑m−1
ℓ=1,xk,ℓ=qk
♯{i ≥ ℓ | xℓ,i = qk}+
∑m−1
ℓ=1,xk,ℓ=h
♯{i ≥ ℓ | xℓ,i = h}
=
∑zk−1
ℓ=1 (zk − ℓ) =
zk
2
.
La dernie`re e´galite´ est calcule´e modulo 2.
Si bk ≤ 0 on trouve les meˆmes re´sultats que pour bk > 0, puisque rk
devient (mod 2)
• si k ≤ r, alors zk = 1 + bk est impair. Ce qui change est
l’expression de Vt et ce qui nous inte´resse est maintenant∑
t
∑
u≥1 pˆt,u(zk − u+ 1). On a encore
R(hˆ +
∑
bj qˆj)(xk,ℓ) est e´gale a` 1 si xk,ℓ = h et a` 0 sinon, d’ou`
rk =
∑
ℓ=1,xk,ℓ=h
R(hˆ+
∑
bj qˆj)(pk,ℓ) =
bk−1∑
ℓ=1
(zk − ℓ+ 1) =
bk
2
=
akbk
2
.
Les e´galite´s sont calcule´es modulo 2.
• si k ≥ r, alors zk est pair. On a en plus Zu = qˆu + gˆu. Comme
pre´ce´demment, que ℓ soit tel que xk,ℓ = h ou xk,ℓ = qk, on a
R(hˆ +
∑
bj qˆj)(xk,ℓ) = 1 d’ou`
rk =
zk∑
ℓ=1
(zk−ℓ+1) =
zk − 2
2
=
−bk − 1
2
=
bk + 1
2
=
ak + bk
2
=
1 + akbk
2
.
Les e´galite´s sont calcule´es modulo 2.
Maintenant, on rappelle que dans le Cas 1, on a β = [δˆ] = [µˆk] = βk.
Le coefficient de β est (
∑
rk)− x =
∑
0≤k≤r−1
akbk
2
+
∑
m−1≥k≥r(akbk)
2
=
1
2
∑
akbk =
c
2
.
Remarquons que ces calculs sont valables pour tous les Types.
36 A. BAUVAL, C. HAYAT
• Calcul des coefficients yj
On rappelle que
yj = R(hˆ+
∑
bj qˆj)(νj,1)2R(hˆ +
∑
bj qˆj)(νj,1)0
−εjR(hˆ+
∑
bj qˆj)(νj,2)2R(hˆ+
∑
bj qˆj)(νj,2)0.
.
Pour tous les Types, on a R(hˆ+
∑
bj qˆj)(νj,2)0 = 0.
Comme R(hˆ +
∑
bj qˆj)((νi,1)0) = R(hˆ +
∑
bj qˆj)(h) = 1, on a yj =
R(hˆ +
∑
bj qˆj)(νj,1)2. Alors si εj = 1, yj = R(hˆ +
∑
bj qˆj)(tj) = 0,
tandis que si εj = −1, yj = R(hˆ +
∑
bj qˆj)(fj) = 1.
Conclusion : α ∪ α n’existe que dans le Cas 1. Pour les Types o1 et
n1, on a α∪α =
c
2
β. Pour les Types o2 et n2, on a α∪α =
c
2
β+
∑
j≥1 ϕj .
Pour le Type n3, on a α ∪ α =
c
2
β +
∑
j>1 ϕj. Pour le Type n4, on a
α ∪ α = c
2
β +
∑
j>2 ϕj.

Pour les Types o1 et n2 ceci correspond bien au re´sultat de [2], [3],
[4], puisque pour a pair
(
a
2
)
est congru mod 2 a` a/2.
7.3. Les cup-produits, pour p = 2, ∪ : H1⊗H2 → H3. Dans cette
section, nous utiliserons le proce´de´ suivant.
1) Pour [ξ1] un ge´ne´rateur du H
1 et [ξ2] un ge´ne´rateur du H
2, on
choisit un repre´sentant ξ1 et ξ2. Soient R(ξ1) et R(ξ2) les cocycles
simpliciaux qui sont des sections de T t donne´es dans la section (6).
2) D’apre`s la formule d’Alexander-Whitney, si f est un 1-cocycle
simpliciale, g un 2-cocycle simpliciale et s un 3-simplexe de faces s0 =
(v1, v2, v3), s1 = (v0, v2, v3), s2 = (v0, v1, v3) et s3 = (v0, v1, v2) alors
f ∪ g(s) = f(v0, v1)g(s0), et on trouve (v0, v1) en prenant la dernie`re
areˆte de s2 ou s3, i.e. (v0, v1) = (s2)2 = (s3)2.
3) Quand la combinaison C des 3-simplexes telle que R(ξ1)∪R(ξ2) =
C a e´te´ trouve´e, on obtient finalement [ξ1] ∪ [ξ2] = [T
tC].
The´ore`me 21. Pour p = 2, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H2 → H3
sont :
• Dans les trois Cas
• θi ∪ ϕj ,
- Pour les Types oi, les θi ∪ ϕj non nuls sont :
si j est impair θj+1 ∪ ϕj = γ, si j est pair θj−1 ∪ ϕj = γ.
- Pour les Types ni, on a θj ∪ ϕj = γ et 0 sinon.
Avec en plus,
• dans le Cas 1
• α ∪ ϕj,
- Pour les Types o1 et n1, α ∪ ϕj = 0,
- Pour les Types o2 et n2, α ∪ ϕj = γ,
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- Pour le Type n3, α ∪ ϕj = γ si j 6= 1 et 0 sinon,
- Pour le Type n4, α ∪ ϕj = γ si j 6= 1, 2 et 0 sinon,
• θi ∪ β,
- Pour tous les Types, θi ∪ β = 0,
• α ∪ β,
- Pour tous les Types, α ∪ β = γ,
• dans le Cas 3
• αk ∪ ϕj ,
- Pour tous les Types, αk ∪ ϕj = 0,
• αk ∪ βk,
- Pour tous les Types, αk ∪ βk = γ et 0 sinon,
• θi ∪ βk,
- Pour tous les Types, θi ∪ βk = 0.
Proof. Calcul de θi ∪ ϕj
Ce cup-produit intervient pour tous les Types, dans les trois Cas.
θi = [tˆi] pour 1 ≤ i ≤ g
′ et ϕj = [νˆj ] pour 1 ≤ j ≤ g
′.
Le releve´ de ϕj contient νˆj,1. Les seuls 3-simplexes s dont la face
s0 est νˆj,1 sont uniquement s = Nj,1 ou s = N
′
j,1. Pour les diffe´rents
Types, les de´coupages simpliciaux de Nj,1 et N
′
j,1 sont diffe´rents.
Le releve´ de θi est
R(tˆi) = tˆi + fˆi + eˆℓ + Sˆ
±
ℓ + eˆℓ−1 + Sˆ
±
ℓ−1,
- si i est impair , ℓ = 2i ce qui donne ici ℓ = 2 modulo 4,
- si i est pair ℓ = 2i− 1 ce qui donne ici ℓ = 3 modulo 4.
Type o1, εj = 1, on trouve, en comparant les valeurs modulo 4 et
les parite´s :
• pour j impair, (Nj,1)3 = T
−
2j−2 et (N
′
j,1)3 = T
−
2j ,
- comme 2j−2 = 0 modulo 4, on a ((Nj,1)3)2 = (T
−
2j−2)2 = S
−
2j−2,
– si i est impair, 2i et 2i − 1 ne sont pas e´gaux modulo 4 a`
2j − 2, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
– si i est pair, 2i− 1 et 2i− 2 ne sont pas e´gaux modulo 4 a`
2j − 2, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((N ′j,1)3)2 = (T
−
2j)2 = S
−
2j+1,
– si i est impair, comme 2j +1 et 2i ne sont pas de la meˆme
parite´, on a R(tˆi)((N
′
j,1)3)2 = 0,
– si i est pair et i = j + 1 alors R(tˆj+1)((N
′
j,1)3)2 = 1,
• pour j pair, (Nj,1)3 = T
−
2j−3 et (N
′
j,1)3 = T
−
2j−1,
- comme 2j−3 = 1 modulo 4, on a ((Nj,1)3)2 = (T
−
2j−3)2 = S
−
2j−3,
– si i est impair et i = j − 1, on a R(tˆj−1)((Nj,1)3)2 = 1,
– si i est pair, 2i− 1 et 2i− 2 ne sont pas e´gaux modulo 4 a`
2j − 3, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
- comme 2j = 2 modulo 4, on a ((N ′j,1)3)2 = (T
−
2j−1)2 = S
−
2j ,
– si i est impair, 2i et 2i − 1 ne sont pas e´gaux modulo 4 a`
2j, on a R(tˆi)((N
′
j,1)3)2 = 0,
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– si i est pair, comme 2j et 2i − 1 ne sont pas de la meˆme
parite´, on a R(tˆi)((N
′
j,1)3)2 = 0.
De plus on a T t[Nj,1] = T
t[N ′j,1] = ǫ, d’ou` la conclusion :
Conclusion : Dans tous les Cas, pour le Type o1, les seuls θi ∪ ϕj non
nuls sont :
- si j est impair θj+1 ∪ ϕj = γ,
- si j est pair θj−1 ∪ ϕj = γ.
Type o2, εj = −1, on trouve
• pour j impair, (Nj,1)2 = T
−
2j−2 et (N
′
j,1)2 = T
+
2j ,
- comme 2j − 2 est e´gale a` 0 modulo 4, on a ((Nj,1)3)2 =
(T−2j−2)2 = S
−
2j−2,
- comme 2j est e´gale a` 2 modulo 4, on a ((N ′j,1)3)2 = (T
+
2j)2 =
S+2j+1,
• pour j pair, (Nj,1)2 = T
+
2j−3 et (N
′
j,1)2 = T
−
2j−1,
- comme 2j − 3 est e´gale a` 1 modulo 4, on a ((Nj,1)3)2 =
(T+2j−3)2 = S
+
2j−3, - comme 2j − 1 est e´gale a` 3 modulo 4, on a
((N ′j,1)3)2 = (T
−
2j−1)2 = S
−
2j,
Peu importe qu’on applique R(tˆi) a` un S
+
.. ou a` un S
+
.. , on obtient
les meˆmes conditions sur les indices que pour le Type o1. On a encore
T t[Nj,1] = T
t[N ′j,1] = ǫ, d’ou` la meˆme conclusion que pour le Type o1 :
Conclusion : Dans tous les Cas, pour le Type o2, les seuls θi ∪ ϕj non
nuls sont :
- si j est impair θj+1 ∪ ϕj = γ,
- si j est pair θj−1 ∪ ϕj = γ.
Type n1, εj = 1, pour tous j, on a (Nj,1)3 = T
−
2j−2 et (N
′
j,1)3 = T
−
2j−1.
Comme plus haut, en comparant les valeurs modulo 4 et les parite´s, on
trouve :
• pour j impair,
- ((Nj,1)3)2 = (T
−
2j−2)2 = S
−
2j−2,
– pour i impair, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
– pour i pair, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
- ((N ′j,1)3)2 = (T
−
2j−1)2 = S
−
2j−1,
– pour i impair et i = j, on a R(tˆj)((N
′
j,1)3)2 = 1,
– pour i pair, on a R(tˆi)((N
′
j,1)3)2 = 0,
• pour j pair,
- ((Nj,1)3)2 = (T
−
2j−2)2 = S
−
2j−1,
– pour i impair, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
– pour i pair, on a R(tˆi)((Nj,1)3)2 = 0,
- ((N ′j,1)3)2 = (T
−
2j−1)2 = S
−
2j,
– pour i impair et i = j, on a R(tˆj)((N
′
j,1)3)2 = 0,
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– pour i pair, on a R(tˆi)((N
′
j,1)3)2 = 1.
Conclusion : Dans les trois Cas, pour les Types n1, on a θj ∪ϕj = γ et
0 sinon.
Type n2, εj = −1 pour tous j, on a ((Nj,1)2)2 = (T
−
2j−2)2 = S
−
2j−2
et ((N ′j,1)2) = (T
+
2j−1)2 = S
+
2j−1. Comme pour le Type n1, en com-
parant les valeurs modulo 4 et les parite´s, on trouve la meˆme conclusion
puisque le signe ± de l’areˆte S±.. ne change rien au calcul.
Conclusion : Dans les trois Cas, pour les Types n2, θj ∪ ϕj = γ et 0
sinon.
Type n3, n4 en utilisant les re´sultats pre´ce´dents pour εj = 1 et
εj = −1, on a la conclusion :
Conclusion : Dans les trois Cas, pour les Types n3 et n4, on a θj∪ϕj = γ
et 0 sinon.
Calcul de α ∪ ϕj
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans
le Cas 1.
α = [hˆ+
∑
bkqˆk] et ϕj = [νˆj ].
D’apre`s l’e´tude pre´ce´dente, on sait de´ja` que le releve´ de ϕj contient
νˆj,1. Les seuls 3-simplexes s dont la face s0 est νˆj,1 sont uniquement
s = Nj,1 ou s = N
′
j,1. On sait aussi que les areˆtes (s3)2 ou (s2)2 sont
S±u avec 1 ≤ u ≤ g
′.
Dans le releve´ de α n’interviennent que S+u . L’e´tude pre´ce´dente me`ne
a` la conclusion :
Conclusion : Losque εj = 1, α∪ϕj = 0 et lorsque εj = −1, α∪ϕj = γ.
Calcul de αk ∪ ϕj
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans
le Cas 3.
αk = [qˆk − qˆ0], 1 ≤ k ≤ n− 1 et ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ 2g.
On sait de´ja` que R(νˆj)(s0) est non nul pour s = Nj,1 et s = N
′
j,1. On
sait aussi que les areˆtes (s3)2 ou 5s2)2 sont S
±
u avec 1 ≤ u ≤ g
′. Ces
areˆtes n’interviennent pas dans le releve´ de αk. On a donc la conclusion:
Conclusion : Pour tous les Types, dans le Cas 3, αk ∪ ϕj = 0.
40 A. BAUVAL, C. HAYAT
Calcul de θi ∪ β
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans
le Cas 1.
On a θi = [tˆi] et β = [δˆ].
On cherche un 3-simplexe s tel que R(δˆ)(s0) 6= 0 sachant que R(δˆ) =
δˆ0 + Tˆ
±
0 + Fˆ0. Le seul possible 3-simplexe est s = D
±
0 pour lequel
(s3)2 = (E
±
0 )2 = A
±. Comme l’areˆte A± n’intervient pas dans le releve´
de θi, on a:
Conclusion : Dans le Cas 1, pour tous les Types, on a θi ∪ β = 0.
Calcul de α ∪ β
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans
le Cas 1.
Maintenant, pour tous les Types, dans le releve´ de α, il y a l’areˆte
A+. Comme T t(D+0 ) = ǫ, on a la conclusion:
Conclusion : Dans le Cas 1, pour tous les Types, on a toujours α∪β =
γ.
Calcul de αi ∪ βk
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans
le Cas 3.
Le releve´ de βk est R(µˆk) = µˆk,1+ Xˆk,1+ Gˆk−
∑
1≤ℓ≤zk−wk+1
Pˆk,ℓ. Le
seul 3-simplexe s tel que R(µˆk)(s0) = 1 est s = M
±
k,1. On a s3 = P
±
k,1
et (P±k,1)2 = C
±
k . Dans le releve´ de αi apparaˆıt seulement (via Zi) C
+
i .
On ve´rifie que T t(M±k,1) = ζk et on a γ = [ζˆk].
Conclusion : Dans le Cas 3, pour tous les Types, αk ∪ βk = γ et 0
sinon.
Calcul de θi ∪ βk
Ce cup-produit intervient pour tous les Types mais seulement dans
le Cas 3.
Le releve´ de βk est R(µˆk) = µˆk,1+ Xˆk,1+ Gˆk−
∑
1≤ℓ≤zk−wk+1
Pˆk,ℓ. Le
seul 3-simplexe s tel que R(µˆk)(s0) = 1 est s = M
±
k,1. On a s3 = P
±
k,1
et (P±k,1)2 = C
±
k . Le releve´ de θi applique´ a` (s3)2 est nul.
Conclusion : Dans le Cas 3, pour tous les Types, θi ∪ βk = 0. 
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8. Calcul des cup-produits pour p > 2
Ce calcul est a` la fois plus complique´ (1 et −1 ne sont plus e´gaux,
et les ge´ne´rateurs diffe`rent selon les Types) et plus simple (la plupart
des cup-produits seront nuls).
8.1. Les cup-produits, pour p > 2, ∪ : H1⊗H1 → H2. On utilise
la meˆme me´thode des coefficients en calculant maintenant modulo p.
The´ore`me 22. Pour p > 2,
• Dans le Cas 1, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H1 → H2 sont
• θi ∪ θj
- Pour les Types oi, les cup-produits θi ∪ θj sont nuls sauf
θ2i−1 ∪ θ2i = β,
- Pour les Types ni, les cup-produits θi ∪ θj sont nuls,
• θj ∪ α
- Pour le Type o1, on a θj ∪ α = ϕj,
- Pour le Type n1, on a θj ∪ α = ϕj , j > 1,
• α ∪ α,
- Pour les Types o1 et n1, les cup-produits α ∪ α sont nuls,
• Dans le Cas 2, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H1 → H2 sont
• θi ∪ θj,
- Pour le Type o2, on a θ2i−1 ∪ θ2i = β,
- Pour tous les autres Types, θi ∪ θj = 0,
• θi ∪ θj
- Pour le Type n1, on a θj ∪ α = ϕj , j > 1,
• Dans le Cas 3, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H1 → H2 sont
• θi ∪ θj,
- Pour tous les Types, on a θi ∪ θj = 0,
• θj ∪ αk,
- Pour tous les Types, on a θj ∪ αk = 0,
• αk ∪ αi,
- Pour tous les Types , on a αk ∪ αi = 0 sont nuls,
Proof. Calcul de θi ∪ θj
- Dans le Cas 1
Type o1, o2, θj = [tˆj ],
• Comme les releve´s sont les meˆmes que pour p = 2, les coefficients rk
et yℓ sont encore nuls.
• Il y a seulement a` calculer x mais en prenant garde aux signes dans
T (δ) :
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T (δ) =
∑g−1
i=0 (δ4i+δ4i+1−δ4i+2−δ4i+3)+
∑4g+m
ℓ=4g δℓ donne alors x = 1
si i impair et j = i+ 1, mais x = −1 si i pair et j = i− 1.
Conclusion : Dans le Cas 1, pour les Types o1, o2, les cup-produits
θi ∪ θj sont nuls sauf θ2k−1 ∪ θ2k = β, k > 0.
Type ni, θj = [tˆj − tˆ1].
On a R(tˆj − tˆ1) = tˆj + fˆj − (tˆ1 + fˆ1)−
∑(
Sˆ±ℓ + eˆℓ
)
.
• Les coefficients ri et yℓ sont encore nuls.
• On ne calcule pas x car β n’est pas un ge´ne´rateur du H2.
Conclusion : Dans le Cas 1, pour les Types ni, les cup-produits θi ∪ θj
sont tous nuls.
- Dans le Cas 2
Type o1, θj = [tˆj ].
• Comme les releve´s sont les meˆmes que pour p = 2, les coefficients rk
et yℓ sont encore nuls.
• On ne calcule pas x car β n’est pas un ge´ne´rateur du H2.
Conclusion : Dans le Cas 2, pour les Types o1, les cup-produits θi ∪ θj
sont tous nuls.
Type o2, θj = [tˆj ].
• Comme les releve´s sont les meˆmes que pour p = 2, les coefficients rk
et yℓ sont encore nuls.
• Il y a seulement a` calculer x mais en prenant garde aux signes dans
T (δ), comme dans le Cas 1 pour les Types oi.
Conclusion : Dans le Cas 2, pour les Types o2, les cup-produits θi ∪ θj
sont nuls sauf θ2k−1 ∪ θ2k = β, k > 0.
Type ni. La situation est la meˆme que dans le Cas 1.
Conclusion : Dans le Cas 2, pour les Types ni, les cup-produits θi ∪ θj
sont tous nuls.
- Dans le Cas 3
Type oi, ni
• Comme les releve´s sont les meˆmes que pour p = 2, les coefficients rk
et yℓ sont encore nuls.
• On ne calcule pas x car β n’est pas un ge´ne´rateur du H2.
Conclusion : Dans le Cas 3, pour les Types oi, ni, les cup-produits
θi ∪ θj sont tous nuls.
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Calcul de θj ∪ α
Ce cup-produit n’intervient que dans le Cas 1 pour le Type o1 et
dans les Cas 1 et 2 pour le Type n1 .
- Dans le Cas 1
Type o1, θj = [tˆj ] et α = [hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk].
• Calcul du coefficient x.
Dans T (δ), l’indice des simplexes δu varie de 0 a` 4g+m. Pour u ≤ 4g−1,
le simplexe δu est δu = (t·, e·, e·) et R(hˆ −
∑
bka
−1
k qˆk) le releve´ de α
applique´ a` (δu)0 = t. est nul. Lorsque u ≥ 4g, le simplexe δu est
δu = (q., e., e.) et R(tˆj) le releve´ de θj applique´ a` (δu)2 = e. est nul. Le
coefficient x est nul.
• Calcul du coefficient yj.
Pour le Type o1, on a T (νj) = νj,1 + νj,2, puisque tous les εj = 1 et
νj,1 = (h, fj, tj), νj,2 = (tj , fj, h). On voit que seulement
R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)((νj,1)0) = 1, R(tˆj)((νj,1)2) = 1.
Conclusion. Les cup-produits θj ∪ α sont nuls sauf pour le Type o1,
dans le Cas 1 et alors θj ∪ α = ϕj.
Type n1, θj = [tˆj − tˆ1] et α = [hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk].
Dans le releve´ de θj intervient t1 + f1 mais ce terme ne donne pas de
contribution car il suffit de calculer yj pour j > 1 puisque ϕ1 n’est pas
un ge´ne´rateur de H2. Alors la conclusion est la meˆme que pour le Type
o1 avec une restriction sur l’indice j.
Conclusion. Dans les Cas 1, pour le Type n1, θj ∪ α = ϕj, j > 1.
-Dans le Cas 2
Type n1, θj = [tˆj − tˆ1] et α = [hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk].
La conclusion est la meˆme que dans le Cas 1.
Conclusion. Dans les Cas 2, pour le Type n1, θj ∪ α = ϕj, j > 1.
Calcul de α ∪ α
Ce cup-produit n’intervient que dans le Cas 1 pour le Type o1 et
dans les Cas 1 et 2 pour le Type n1.
- Dans le Cas 1
Type o1, α = [hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk].
Le releve´ de α est R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk) = hˆ+
∑
fˆj+
∑
gˆk+ Aˆ
++
∑
Sˆ+ℓ −∑
bka
−1
k Zk −
∑
Vk −
1
a
[c0(eˆ∗+1 + Sˆ
±
∗+1) + (c0 + c1)(eˆ∗+2 + Sˆ
±
∗+2) + . . .+
(c0 + . . .+ cm−1)(eˆ∗+m + Sˆ
±
∗+m)].
• Calcul du coefficient x.
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Comme R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(tj) = 0, on a
x =
∑
R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(e∗+k)R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(qk).
• Calcul des coefficients rk.
• Si bk > 0,
rk =
∑
R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(pk,ℓ)R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(xk,ℓ)
=
∑
xk,ℓ=qk
(−bk/ak)[(bk/ak)♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk} − ♯{i ≥ ℓ | xk,i = h}]
+
∑
xk,ℓ=h
[(bk/ak)♯{i ≥ ℓ | xk,i = qk} − ♯{i ≥ ℓ | xk,i = h}
= −1
a2
k
∑
i≥ℓ sisℓ,
avec si = bk si xk,i = qk et si = −ak si xk,i = h. Cet entier∑
i≥ℓ sisℓ est e´gal a` :
∑
i≥ℓ sisℓ =
1
2
[
∑
(s2ℓ)−(
∑
sℓ)
2] = 1
2
(akb
2
k+
bka
2
k − 0) =
akbk(ak+bk)
2
,
donc rk = −
bk(ak+bk)
2ak
.
• Si bk ≤ 0,
rk = R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(qk)α(pk,1)− R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk(pk,3+
. . .+ pk,1)R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk)(h)
= −
∑
ℓ>2 α(pk,ℓ) = −
∑
ℓ>2(zk − ℓ+ 1) = −
zk−2)(zk−1)
2
,
or zk = 1− bk et ak = 1 d’ou`
rk = −
bk(ak+bk)
2ak
, comme dans le cas bk > 0.
• Calcul des coefficients yℓ.
On a
yj = R(hˆ−
∑
bka
−1
k
qˆk)(tj )R(hˆ−
∑
bka
−1
k
qˆk)(h)−R(hˆ−
∑
bka
−1
k
qˆk)(h)R(hˆ−
∑
bka
−1
k
qˆk)(tj ) = 0.
Il reste donc α ∪ α = [xδˆ +
∑
rkµˆk] = N [δˆ], avec
N = x−
∑ rk
ak
=
m∑
k=0
bk
ak
(
∑
i<k
bi
ai
) +
∑ bk(ak + bk)
2a2k
=
c(a+ c)
2
a−2.
Comme c est divisible par p > 2, N est congru mod p a` 0.
Conclusion : Dans le Cas 1, pour le Type o1, α ∪ α = 0.
Type n1, α = [
c
2
tˆ1] + hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk].
Le releve´ de α est R(hˆ−
∑
bka
−1
k qˆk) = hˆ+
∑
fˆj+
∑
gˆk+ Aˆ
++
∑
Sˆ+ℓ −∑
bka
−1
k Zk−
∑
Vk−
1
a
[c0(eˆ∗+1+Sˆ
±
∗+1)+(c0+c1)(eˆ∗+2+Sˆ
±
∗+2)+. . .+(c0+
. . .+ cm−1)(eˆ∗+m + Sˆ
±
∗+m)] +
c
2
a
(
(tˆ1 + fˆ1)− (Sˆ
±
1 + eˆ1)− 2(Sˆ
±
0 + eˆ0)
)
.
Comme p divise c, le nouveau dernier facteur n’intervient pas dans le
calcul des coefficients. De plus pour ce Type, on a [δˆ] = 0.
Conclusion : Dans le Cas 1, pour le Type n1, α ∪ α = 0.
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- Dans le Cas 2
Pour le Type n1, la situation est la meˆme que dans le Cas 1.
Conclusion : Dans le Cas 2, pour le Type n1, α ∪ α = 0.
Calcul de θj ∪ αk
- Ce cup-produit n’existe que dans le Cas 3.
Dans ce Cas, pour tous les Types, les coefficients rk et yℓ sont nuls pour
les meˆmes raisons que plus haut et β n’est pas un ge´ne´rateur du H2
donc il n’y a pas de coefficient x.
Conclusion : Pour les Types, les cup-produits θj ∪ αk n’existent que
dans le Cas 3 et ils sont tous nuls.
Calcul de αk ∪ αj
Ce cup-produit intervient dans le Cas 3 pour tous les Types. Le
de´roulement de la preuve est la meˆme que pour p = 2. Il faut main-
tenant tenir compte des signes ± et les divisibilite´s par p.
Type oi Le ge´ne´rateur αk est alors αk = [qˆk− qˆ0] pour 1 ≤ k ≤ n−1.
Nous devons calculer les coefficients rℓ et yi.
• Calcul des coefficients rℓ =
∑
w R(qˆk − qˆ0)(µℓ,w)2R(qˆj − qˆ0)(µℓ,w)0,
avec (µℓ,w)0 = xℓ,w et (µℓ,w)2 = pℓ,w.
1) Dans R(qˆj − qˆ0) interviennent Zj et −Z0 et dans Zu, on voit qˆu −∑
s≥1 pˆu,s♯{t ≥ s | xu,t = qu}.
-Si u = j, R(qˆj − qˆ0)(µℓ,w)0 = R(qˆj − qˆ0)(xℓ,w) = 0 sauf si ℓ = j et
ceci pour tous les aj indices w tels que xj,w = qj . Dans ces situations
R(qˆj − qˆ0)(µj,w)0 = 1.
- Si u = 0, R(qˆj − qˆ0)(µℓ,w)0 = 0 sauf si ℓ = 0 et ceci pour tous les a0
indices w tels que x0,w = q0. Dans ces situations R(qˆj−qˆ0)(µ0,w)0 = −1.
2) R(qˆk − qˆ0)(µℓ,w)2 = R(qˆk − qˆ0)(pℓ,w) = 0 sauf si
i) ℓ = j = k et pour tous les w tels que xk,w = qk. Dans ces situations
on a R(qˆk − qˆ0)(pk,w) = −♯{t ≥ w | xk,t = qk} ;
ii) ℓ = 0 et pour tous les w tels que x0,w = q0. Dans ces situations on
a R(qˆk − qˆ0)(p0,w) = −♯{t ≥ w | x0,t = q0}.
Si k = j, nous avons obtenu
rk = −
∑
w ≥ 1
xk,w = qk
R(qˆk−qˆ0)(µk,w)2 = −
w=ak−1∑
w=1
(ak−w) = −
ak(ak − 1)
2
.
Comme p | ak, tous les rk sont nuls. (Remarquons que ceci n’est pas
vrai quand p = 2.)
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• Calcul des coefficients
yi = R(qˆk−qˆ0)(νi,1)2R(qˆj−qˆ0)(νi,1)0−εiR(qˆk−qˆ0)(νi,2)2R(qˆj−qˆ0)(νi,2)0.
Nous avons
(νi,1)2 = ti si εi = 1 et (νi,1)2 = fi si εi = −1 ;
(νi,1)0 = (νi,2)2 = h; (νi,2)0 = ti.
Aucun de ces e´le´ments n’intervient dans R(qˆu − qˆ0). On a donc que
pour tout i, yi = 0.
- Il reste a` remarquer que les calculs pre´ce´dents sont valables pour
les Types o1 et o2.
Conclusion. Pour les Types oi, tous les cup-produits αk ∪αj sont nuls.
Pour les Types ni. Maintenant le ge´ne´rateur est α = [qˆk −
1
2
tˆg].
• Calcul des rk La diffe´rence avec le paragraphe pre´ce´dent est que le
terme Z0 n’intervient pas. Les calculs des rk restent les meˆmes et les
rk sont nuls puisque p | ak.
•Dans les R(qˆk −
1
2
tˆg) il y a maintenant
1
2
tg mais R(qˆj −
1
2
tˆg)(νi,1)0 =
R(qˆj −
1
2
tˆg)(h) = 0 et R(qˆk −
1
2
tˆg)(νi,1)2 = R(qˆk −
1
2
tˆg)(h) = 0. Ici aussi
tous les yi sont nuls.
Conclusion. Pour les Types ni, tous les cup-produits αk ∪αj sont nuls.

8.2. Les cup-produits, pour p > 2, ∪ : H1⊗H2 → H3. Il suffit de
conside´rer les Types o1 et n2, car dans le cas non orientable, le H
3 a`
coefficients dans un anneau A vaut A/2A donc il est nul si A = Z/pZ.
On rappelle que si f est un 1-cocycle et g un 2-cocycle, et s un 3-
simplexe de faces s0 = (v1, v2, v3), s1 = (v0, v2, v3), s2 = (v0, v1, v3) et
s3 = (v0, v1, v2) alors f ∪ g(s) = f(v0, v1)g(s0), et on trouve (v0, v1) en
prenant la dernie`re areˆte de s2 ou s3, i.e. (v0, v1) = (s2)2 = (s3)2.
Mais aussi, si g est un 2-cocycle, f un 1-cocycle et s = (s0, s1, s2, s3)
un 3-simplexe de faces s0 = (v1, v2, v3), s2 = (v0, v2, v3) et s3 = (v0, v1, v2),
ou` les vi sont les sommets, alors g ∪ f(s) = g(s3)f(v2, v3). On trouve
(v2, v3) en prenant la premie`re areˆte de s1 ou de s0, i.e. (v2, v3) =
(s1)0 = (s0)0.
Dans ces dimensions de cocycles, on a f ∪ g = (−1)1×2g ∪ f = g ∪ f.
The´ore`me 23. Pour p > 2, les seuls cup-produits ∪ : H1⊗H2 → H3
sont :
• Dans les trois Cas
• θi ∪ ϕj ,
- Pour le Type o1, on a pour j impair θj+1 ∪ϕj = −γ et pour j
pair θj−1 ∪ ϕj = γ,
- Pour le Type n2, on a θj ∪ ϕj = γ, et 0 sinon.
Avec en plus
• dans le Cas 1, pour tous les Types
• θi ∪ β = 0;
• α ∪ β = γ;
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• α ∪ ϕj = 0.
• dans le Cas 3
• αi ∪ βk,
- Pour les Types o1 et n2, on a αi∪βk = 0 sauf si i = k et dans
cette situation on a αk ∪ βk = b
−1
k γ.
• αk ∪ ϕj ,
- Pour le Type o1, on a αk ∪ ϕj = 0.
• αk ∪ ϕj ,
- Pour le Type n2, pour tous indices k, on a αk ∪ ϕg = −
1
2
γ.
Proof. Calcul de θi ∪ ϕj
Ces cup-produits interviennent dans les trois Cas.
Type o1 , θi = [tˆi], 1 ≤ i ≤ 2g et ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ 2g.
Comme pour p = 2, on trouve R(tˆi) ∪ R(νˆj) = 0 sauf
- si j est impair, R(tˆj+1) ∪R(νˆj) = N
′
j,2
- si j est pair R(tˆj−1) ∪ R(νˆj) = Nj,2.
Pour p > 2, on a
- pour j impair, T t(N ′j,2) = −ǫ d’ou` θj+1 ∪ ϕj = −γ
- pour j pair, T t(N ′j−1,2) = ǫ d’ou` θj−1 ∪ ϕj = γ.
Conclusion : Dans les trois Cas, pour le Type o1 , on a
- pour j impair θj+1 ∪ ϕj = −γ
- pour j pair θj−1 ∪ ϕj = γ.
Type n2
On a θi = [tˆi − tˆ1], i > 1, et ϕj = [νˆj ], j > 1. Pour le Type n2, tous les
εj sont e´gaux a` −1. Le releve´ de θi n’est plus le meˆme que pour p = 2,
mais on a encore R(tˆi − tˆ1) ∪ R(νˆj) = 0 sauf si i = j. De plus on a
T t(N ′j,2) = ǫ, d’ou` la conclusion :
Conclusion : Dans les trois Cas, pour le Type n2, on a θj ∪ ϕj = γ, et
0 sinon.
Calcul de θi ∪ β, α ∪ β, α ∪ ϕj
Ces cup-produits n’interviennent que pour le Type o1 dans le Cas 1.
La preuve est exactement la meˆme que pour p = 2, d’ou` la conclusion
Conclusion : On a toujours θi ∪ β = 0, α ∪ β = γ, α ∪ ϕj = 0.
Calcul de αi ∪ βk
Ces cup-produits n’interviennent que dans le Cas 3. Les calculs
suivants ne de´pendent pas des Types.
Comme pour p = 2, le seul 3-simplexe s tel que R(µˆk)(s0) = 1 est
s = M±k,1. On a s3 = P
±
k,1 et (P
±
k,1)2 = C
±
k . Dans le releve´ de αi apparaˆıt
seulement (via Zk) C
+
k , affecte´ du coefficient −vk, si i = k.
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Du fait que que akuk − bkvk = 1 et que p divise ak, on −vk = b
−1
k
dans Zp. On ve´rifie que T
t(M±k,1) = ζk et on a γ = [ζˆk].
Conclusion : Dans le Cas 3, pour les Types o1 et n2, αi ∪ βk = 0 sauf
si i = k et dans cette situation on a αk ∪ βk = b
−1
k γ.
Calcul de αk ∪ ϕj
Ces cup-produits n’interviennent que dans le Cas 3.
Type o1, αk = [qˆk − qˆ0], 1 ≤ k ≤ m et ϕj = [νˆj ], 1 ≤ j ≤ 2g.
La preuve est exactement la meˆme que pour p = 2, d’ou` la conclusion
Conclusion : Dans le Cas 3, pour le Type o1, tous les cup-produits
αk ∪ ϕj sont nuls.
Type n2, αk = [qˆk −
1
2
tˆg], 0 ≤ k ≤ m et ϕj = [νˆj], 1 < j ≤ g.
Comme pour p = 2, les seuls 3-simplexes s tels que R(νˆj)s0 6= 0
sont s = Nj,1 et s = N
′
j,1 car on a (N
′
j,1)0 = (Nj,1)0 = νj,1. On a
((Nj,1)3)2 = (F2j−2)2 = S
−
2j−2 et ((N
′
j,1)3)2 = (F2j−1)2 = S
+
2j−1.
- Le releve´ de αk est maintenant
R(qˆk −
1
2
tˆg) = Zk −
∑k
ℓ=0(eˆ2g+ℓ + Sˆ
±
2g+ℓ) −
1
2
(eˆ2g−1 + Sˆ
±
2g−1). Par
conse´quent, on obtient
R(qˆk −
1
2
tˆg)((Nj,1)3)2 = 0, R(qˆk −
1
2
tˆg)((N
′
j,1))3)2 = −
1
2
lorsque j = g
d’ou` R(qˆk −
1
2
tˆg) ∪ R(νˆj) = −
1
2
T t(N ′g,1). Comme T
t(N ′g,1) = ǫ, on a la
conclusion.
Conclusion : Dans le Cas 3, pour le Type n2, pour tous indices k, on a
αk ∪ ϕj = −
1
2
γ.

Remarque 24. Les quelques diffe´rences de signe avec les re´sultats
obtenus pre´ce´demment ( voir par exemple [4]) s’expliquent par le fait
que les ge´ne´rateurs note´s α sont de signe oppose´. De plus les βk qui
apparaissent naturellement ici sont des multiplies des ge´ne´rateurs note´s
bk dans [4], ce qui modifiera certains produits par ces facteurs. Pour n2
nous avons choisi (pour e´viter de distinguer inutilement les cas n = 0
et n > 0) des ge´ne´rateurs du H1 diffe´rents, mais ces perturbations sont
tue´es dans les produits.
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9. Figures
h h h h h h h
t1 t2 t1 t2
t1 t2 t1 t2
qm
qm
q0
q0
ν1 ν2 −ν1 −ν2ρm ρ0
−δ
δ
Figure 1. De´composition cellulaire, Type o1
==================================
h h h h h h h
t1 t2 t1 t2
t1 t1 t1 t2
qm
qm
q0
q0
−ν1 ν2 −ν1 ν2ρm ρ0
−δ
δ
Figure 2. De´composition cellulaire, Type o2
==================================
h h h h
qm q0
qm q0
ρm B1 B2
ρ0
δ
−δ
Figure 3. De´composition cellulaire, Type ni
==================================
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εj = 1
Bj
h h h
tj
tj
νj νj
tj
tj
Bj
h h h
tj
−νj νj
tj
εj = −1
tj tj
Figure 4. Description de Bj pour les Types n1, n2
==================================
hh gk
qk
qk
ρk,2
ρk,1
Figure 5. De´composition simpliciale de ρk
==================================
ν1,2
ν1,1
ν2,2
ν2,1
−ν1,2
−ν1,1 −ν2,1
−ν2,2
t1 t2 t1 t2
t1 t2 t1 t2
hh h h hf1 f2 f1 f2
Figure 6. De´composition simpliciale de ν1, Type o1
==================================
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−ν1,2
−ν1,1 −ν2,2
−ν2,1 −ν1,2
−ν1,1 −ν2,1
−ν2,2
t1 t2 t1 t2
t1 t2 t1 t2
h h h h hf1 f2 f1 f2
Figure 7. De´composition simpliciale de −ν1, Type o2
==================================
h h h
tj tj
tj tj
fj fj
εj = 1
νj,2 νj,2
νj,1 νj,1
h h h
tj tj
tj tj
fj fj
εj = −1
νj,2
νj,1 −νj,2
−νj,1
Figure 8. De´composition simpliciale de −νj quand
εj = 1 et quand εj = −1
==================================
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a
qm
t1
t2
t1
t2
q0
e4g+m
e0
e1
e2
e3
e4
e4g
e4g+1
δ4g
δ3δ2
δ1
δ0
δ4g+m
Figure 9. De´composition simpliciale de δ, Type oi
==================================
a
q0
qm
e0
e1
e2
δ0
δ1
δ2g+m
t1
t1
Figure 10. De´composition simpliciale de δ, Type ni
==================================
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bk > 0ck
Pk,zk
Pk,1
Pk,2
Pk,3
h
qk
xk,2
µk,zk
µk,1
µk,2
Figure 11. De´composition simpliciale de µk pour bk > 0
==================================
bk = 0
µk,1
Pk,1
ck
qk
Figure 12. De´composition simpliciale de µk pour bk = 0
==================================
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Les figures suivantes sont des projections des de´compositions simpli-
ciales de chacun des 3-simplexes. Les sommets sont de points carre´s.
Ils repre´sentent la projection d’une areˆte. Ci-dessous, nous donnons en
exemple le codage des points carre´s sur le 3-simplexe D+0 .
A+
E+0
E+1
S+0 S
+
1T
+
0
D+0
b
a
A+
σ
S+1
S+0
t1
rs rs
rs
Figure 13. Codage des points carre´s sur le 3-simplexe D+0
==================================
rsrs rs rs rs rs
rsrs rs rs rs rsrs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
rs
A+
A−
E+0
E+1
S+∗+k T
+
∗+kS
+
0 T
+
0 S
+
1
H0 H1F0
N1,2
N1,1
H∗+k
S−∗+k
Rk,2
Rk,1
D+0
S−0 T
−
0 S
−
1
E−0
F∗+k
Figure 14. Parties communes des de´compositions sim-
pliciales de ǫ pour tous les Types
==================================
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Les quatre figures suivantes sont les de´tails de la partie centrale de
la figure ci-dessus, pour le de´but de la longue relation.
rs
rsrs rsrs
rsrsrs
rsrs
rsrs
rsrs
rsrs
rsrs
rsrs
F0 F1 F2 F3H0 H1 H2 H3 H4
N1,2 N2,2 N
′
1,2 N
′
2,2
N1,1 N2,1 N
′
1,1 N
′
2,1
S+0
S−0
S+1
S−1
S+2
S−2
S+3
S−3
S+4
S−4
T+0
T−0
T+1
T−1
T+2
T−2
T+3
T−3
Figure 15. Partie centrale pour la de´composition sim-
pliciale de ǫ pour le Type o1
==================================
rs
rsrs rsrs
rsrsrs
rsrs
rsrs
rsrs
rsrs
rsrs
rsrs
F0
F1 F2 F3
N1,2 N2,1 N
′
1,1 N
′
2,2
N1,1 N2,2 N
′
1,2 N ′2,1
Figure 16. Partie centrale pour la de´composition sim-
pliciale de ǫ pour le Type o2
==================================
rs rs rs
rsrsrs
rs rs rs
rsrsrs
F2j−2 F2j−1 F2j−2 F2j−1
H2j−2 H2j−1 H2j H2j−2 H2j−1 H2j
Nj,2 N ′j,2 Nj,2 N
′
j,1
Nj,1 N
′
j,1 Nj,1 N
′
j,2
εj = 1 εj = −1
T+2j−2 T
+
2j−1 T
+
2j−2 T
+
2j−1
T−2j−2 T
−
2j−1 T
−
2j−2 T
−
2j−1
Figure 17. Partie centrale pour la de´composition sim-
pliciale de ǫ pour les Types ni
==================================
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Figure 18. De´composition simpliciale de ζk pour bk > 0
et ak = 5, bk = 2, wk,2(qk, h) = q
3
khq
2
kh = xk,1 · · ·xk,7
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Figure 19. De´composition simpliciale de ζk pour bk < 0
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Figure 20. De´composition simpliciale de ζk pour bk = 0
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